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Problemas y Soluciones. Cada problema vale 7  puntos. Usa la mente, no calculadora, no celular.
Problema  de álgebra
La suma de las áreas de dos cuadrados es  400, y el lado de uno mide 3/4 del lado del otro. 

a) ¿Cuánto mide el lado de cada uno de los cuadrados?

b) ¿Cuánto medirían si la suma de las áreas fuese 800? 

Solución

a) Sean x, y los lados de los cuadrados. Entonces x^2+y^2=400 y 4x=3y. Si los lados midieran x=3, y=4 (la conjetura más a la mano), la segunda condición se cumple. Al sustituir en la primera se tiene x^2+y^2=9+16=25. Pero queríamos 400. Si multiplicara todo por 16 se cumpliría: 16(x^2+y^2)=400=(4x)^2+(4y)^2. Por tanto la solución es x=12, y=16 (pues estos valores también cumplen la segunda condición).
Una solución alternativa en la línea de tanteos es recordar que 100 se obtiene con 64 y 36, lo cual lleva a probar las soluciones x=8, y=6, que cumplen con la segunda condición. Multiplicando por 4 para ajustar se obtiene la solución deseada.

Nota: claramente esta misma solución se obtendría si sustituimos x=3x/4 en la primera condición y resolvemos para y.
b) Si la suma de áreas fuese el doble, las áreas serían dobles (esto no es totalmente evidente, hay que hacer algunas cuentas). De aquí que la solución se obtiene de la anterior multiplicando los valores x, y por la raíz de 2 (y no por 2, como lo sugiere con mucha fuerza un razonamiento superficial).

Problema  de combinatoria
En la cola de la taquilla del teatro están formadas 4 personas con un billete de 50 pesos cada una y 3 con uno de 100 pesos cada una. El boleto cuesta 50 pesos y la caja está vacía al empezar la venta de boletos. (Nota: las personas en la fila sólo se distinguen por el tipo de billete que traen, y cada una trae exactamente un billete.)  
a) ¿En cuántas ordenaciones diferentes la cola no se detiene por falta de cambio? 
b) ¿Cuántas ordenaciones diferentes hay –sin importar si detienen o no la cola?
Solución

La cola tiene que simbolizarse de alguna manera. Una forma de hacerlo es pensarla como una cadena de ceros y unos: un 1 si billete de 50, y un 0 si billete de 100. Con esta codificación, el problema se transforma en este otro: ¿cuántas cadenas de 3 ceros y 4 unos son tales que en cada posición el número de ceros nunca excede al de unos?

El problema así planteado se puede resolver por enumeración exhaustiva:

1111000 (los billetes de 50 primero: 1)
1110100 (las ordenaciones que inician con 3 billetes de 50: 3)
1110010

1110001

1101100 (las que inician con 2 billetes de 50: 5)
1101010

1101001

1100101
1100110

1011100 (las que inician con un billete de 50: 5)
1011010

1011001

1010110

1010101

 Y ya. Porque las cadenas que empiezan con cero atoran la cola al empezar. En resumen, la respuesta es: 14 ordenaciones de las personas en la cola, no se detienen a ésta por falta de cambio.
b) Con la misma codificación en ceros y unos, el número de ordenaciones de la cola –considerando solamente personas de dos tipos según su billete—se calcula eligiendo el lugar de los 3 ceros (tres personas con billete de 50) de entre los 7 lugares posibles. Y ya sabemos que esto se calcula como C(7,3)=35. La respuesta es entonces: hay 35 ordenaciones posibles de las 7 personas en la fila.
Problema  de geometría
Sea dado un segmento AB de longitud b. Por B se levanta una perpendicular AB y sobre ella se fija un punto O de medida a/2. Se traza a continuación la circunferencia de centro O y radio a/2. La recta AO corta en P y Q a la circunferencia (P más cerca de A que Q). Si llamamos x a la longitud de AP, explicar por qué y cómo esta construcción resuelve la ecuación cuadrática x^2+ax=b^2. (Nota: de hecho sólo obtiene la raíz positiva de la ecuación, si es que ésta existe.)
Solución

La construcción es la siguiente:
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Según los datos, y Pitágoras, b^2+(a/2)^2=(x+a/2)^2. Eliminando el paréntesis del lado derecho, y agrupando y simplificando, se obtiene x^2+ax=b^2, que es la ecuación cuadrática que la construcción supuestamente resuelve. ¿Cómo la resuelve? 

Dadas los coeficientes de la ecuación (los valores de a y b ), se ejecuta el procedimiento de construcción y se obtiene una figura como la mostrada. Para obtener x, basta medir la longitud AP. (Este valor de x cumple la ecuación como se acaba de demostrar.)
Problema  de números
Abel le dice a Bárbara: si me dieras n yo tendría dos veces lo que a ti te quede. Bárbara le contesta: si tú me dieras 2 yo tendría n veces lo que a ti te quede. Encontrar todos los valores enteros positivos posibles de n.
Solución

El modelo algebraico para las condiciones implícitas en el diálogo (con a = las unidades que Abel tiene, y b = las unidades que Bárbara tiene) es:

(a+n)=2(b-n) o a+n=2b-2n 
n(a-2)=(b+2) o na-2n=b+2   

Resolviendo para a (despejando b de la segunda ecuación y sustituyendo en la primera) se obtiene: a=(7n+4)/(2n-1). La condición implícita es que este valor debe ser entero. 

Para obtener los valores posibles de n hay que hacer la división para quedarnos sólo con la parte fraccionaria que esté en duda que sea entera: 

(7n+4)/(2n-1)=3+(n+7)/(2n-1)

El problema entonces se reduce a averiguar para qué valores enteros positivos de n el cociente (n+7)/(2n-1) es un entero. Para ello primero observemos que si n es 10 o mayor el cociente es menor que 1. (Para mayor exactitud se puede resolver la desigualdad n+7 >= 2n-1, lo cual resulta en n=<8. Esto demostraría que no hay valores de n mayores que 8.)
Los valores de n se pueden obtener por tanteos llenando una tabla de dos columnas: n y el cociente. Los valores de n que cumplen son: 1, 2, 3, 8.
A continuación está la solución alternativa del problema 9 de ciudades que coincide con la segunda parte de este problema:
Solución alternativa (a la segunda parte) 
El siguiente hecho es obvio y muy útil para este tipo de problemas de concurso: “si a/b es entero entonces (ax + by)/b es entero para x, y enteros” La forma de usarlo es elegir los valores de x, y de manera que el numerador quede lo más simple posible.

Eligiendo x = 2, y = -7, se logra ver que si (7n + 4)/(2n - 1) es entero,  entonces 15/(2n – 1) es también entero. En otras palabras, si este último cociente no es entero entonces el primero tampoco lo es. Esto permite reducir la búsqueda a los divisores de 15. Es decir, a las n tales que 2n – 1 es divisor de 15. Verificando cada posibilidad se obtiene la solución anterior. Los valores de n que cumplen son: 1, 2, 3, 8.
Comentarios y criterios de evaluación para los problemas del regional

A.

El problema de las áreas de dos cuadrados es elemental (nivel tercero de secundaria) para un adolescente que ha aprendido bien sus lecciones escolares. Esta delegación lo cataloga como fácil. 

El inciso a) se resuelve fácilmente planteando el sistema de ecuaciones y resolviendo. Está evaluando las habilidades básicas de modelación y los conocimientos elementales para resolver un sistema 2x2. La justificación del problema, con miras a llegar a una preselección Tamaulipas 2008 realmente competitiva, es que si no saben los rudimentos de álgebra en este nivel es muy difícil que los adquieran posteriormente. Se está apelando aquí a una economía de los recursos escasos que la Delegación Tamaulipas tiene para los entrenamientos. (La delegación declara que carece de recursos para programas remediales.) Se proponen 4 puntos para este inciso, resuelto de manera satisfactoria.

El inciso b) es una pequeña trampa para descartar a adolescentes con una actitud de razonamiento superficial: la solución que se espera de esa actitud es la de multiplicar por 2 los valores de la solución del primer inciso. Por ello bien vale los 3 puntos --con justificación.

Se deja al jurado la elaboración de criterios para soluciones alternativas, y también la tarea de desglosar los puntajes propuestos según el grado de avance de la solución intentada por el adolescente. 

C. 

El problema de la cola del teatro es un problema difícil, si al estudiante no se le ocurre ninguna forma de representación simbólica de la cola. Sin embargo, una vez elaborando la representación (que podría ser c por cincuenta y c' por cien), la solución del inciso a) es totalmente accesible por fuerza bruta (enumeración exhaustiva de todas las posibilidades). 
Se proponen entonces, para este inciso un total de 5 puntos (por ser realmente difícil --eso creo), desglosado en 1 punto si logra una representación de la cola, otro punto si da una solución parcial (no las 14 pero sí alrededor de 7) y todos los 5 si logra enumerar las 14.

El inciso b) también requiere una representación pero habrá quienes rápidamente asocien el número binomial que da la solución sin pasar por una representación explícita. A éstos se les debe dar los 2 puntos restantes (lo mismo si hacen la enumeración completa de las 35 ordenaciones). 
En cierta forma el inciso b) da ventaja a quienes conocen los números binomiales --lo cual está en contra de la corriente principal en la filosofía de las matemáticas de concurso. Sin embargo, ya se sabía que habría un problema de combinatoria en el regional y lo primero que se estudia en este tema es la fórmula de combinaciones. Si no lo estudiaron, yo realmente lo 
siento pero nada puedo hacer al respecto.

G.

El problema de geometría es un tanto teórico (porque no se dan los valores de a y b, literales abstractas sin significado para la mayoría de los adolescentes). En ese sentido también es contrario a la opinión de que en concurso los problemas deben ser ateóricos. El único problema es que la presión competitiva del concurso nacional se orienta a la teoría. 
Ni bueno ni malo, es sólo que el comité nacional de la OMM tiene la misma presión de parte de la IMO (International Mathematical Olympiad). 
Sin embargo, los adolescentes que logren superar el obstáculo de las literales abstractas podrán llegar a dibujar la figura correcta. Se propone dar a la figura correcta 1 punto. Pues demostraría que el adolescente no se asustó con la abstracción y supo interpretar correctamente el enunciado. Y eso ya lo pone por encima de sus compañeros en competencias matemáticas elementales. (Nótese que la figura correcta requiere saber levantar una perpendicular a un segmento por un punto de éste, trazar una circunferencia, etc.)

Una vez teniendo la figura, hay dos procedimientos estándar para llegar a la ecuación con los datos de la figura. Pitágoras y un poco de álgebra, y la potencia de un punto. Se propone que se asignen otros 4 puntos para una solución que logre la ecuación a partir de los datos. Los restantes 2 se asignarán a las soluciones que digan cómo se resuelve la ecuación con la figura.

Se cataloga el problema de la construcción geométrica como de dificultad mediana.

N.
El problema de números se puede desglosar en dos partes. En la primera parte es obligatorio plantear el modelo algebraico de las dos ecuaciones. En una segunda parte este modelo se resuelve de alguna forma. Se propone asignar 1 punto a plantear sólo las ecuaciones (el adolescente las plantea pero ya no sabe cómo seguir), 1 punto si llega a resolver el modelo para una de las variables. En total 2 puntos para el modelo. 
La segunda parte del problema corresponde al problema 9 del concurso ciudades. Se propone asignarle los restantes 5 puntos en su solución completa (incluida una argumentación convincente de que son todos los valores posibles). Sin esta demostración se propone asignar sólo 3 puntos a la segunda parte.

En cierto sentido este problema da ventaja a los adolescentes que resolvieron correctamente el 9 de ciudades (en el concurso o posteriormente). Para bien y para mal siempre habrá algunos seres humanos que tienen ventajas sobre otros. Y esta delegación premia a los adolescentes que muestran ganas de triunfar. ¿Hay algún problema con eso?

Los saluda
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