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JEAN-BAPTISTE LAGRANGE 

L'INTEGRATION D'INSTRUMENTS INFORMATIQUES DANS 
L'ENSEIGNEMENT: UNE APPROCHE PAR LES TECHNIQUES 

RESUME. L'utilisation banalisee de facilites graphiques et symboliques sur ordinateur 
ou sur calculatrice dans l'enseignement de l'algebre et de l'analyse sera tres bientot une 
r6alite. Cette situation conduit a reexaminer deux themes tres presents dans les discours et 
experimentations sur l'introduction de ces instruments: la tension ancienne entre 'les habi- 
letes manipulatoires' et 'la comprehension des concepts' et l'influence recente d'un courant 
de 'mathematiques experimentales' dans la recherche en mathematiques. Cet article vise 
a montrer que ces deux themes occultent une realite essentielle, celle de l'existence d'une 
dimension technique dans l'activite math6matique et de son role irremplaqable comme 
niveau intermediaire entre les taches et les thorisations. En s'appuyant sur des recherches 
sur l'introduction de logiciels ou calculatrices 'A calcul formel', l'article propose de con- 
siderer des 'techniques nouvelles' associees aux instruments technologiques, leur role dans 
les conceptualisations et leur articulation avec les 'techniques habituelles'. Pour l'enseig- 
nant, l'introduction de ces instruments va imposer un travail de conception de praxeologies 
adaptees, ainsi qu'une action quotidienne sur les techniques instrumentees. 

ABSTRACT. The use of graphical and symbolic facilities in the teaching and learning 
of algebra and calculus will soon be a reality. Authors who write about the introduction of 
these instruments often claim that new technology is able to redress the imbalance between 
skill-dominated conceptions of school mathematics in favour of understanding. More re- 
cently some have stressed that 'experimental mathematics' traditionally the reserve of 
mathematical research may be incorporated into the teaching and learming of mathematics. 
This paper looks into these two ideas and shows that they conceal an essential dimension: 
techniques play an important role in mathematical activity, intermediate between tasks and 
theories. This paper draws on research studies on the introduction of symbolic systems on 
computers and calculators and considers 'new' techniques that accompany new techno- 
logical instruments, their role in conceptualising and their links with 'usual' paper/pencil 
techniques, as a key to analyse the role of technology in education. This view implies non 
obvious tasks for the teacher in the introduction of technology: the design of praxeologies 
adapted to new instrumental settings and everyday action on students' techniques. 

KEY WORDS: experimental mathematics, instruments, praxeology, techniques, techno- 
logy, understanding 

1. INTRODUCTION 

La banalisation des calculatrices graphiques dans I'enseignement secondaire 
des mathematiques est une realite depuis plusieurs annees. Ce phenomene 
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a ete prepare par les discours insistant sur les apports de la 'visualisation' 
aux conceptualisations mathematiques. En contrepoint a ces discours, des 
recherches didactiques, notamment franqaises (Guin et Trouche, 1999), 
ont montre que l'actualisation des potentialites de ces 'instruments' est 
problematique, en insistant sur l'interdependance des processus 'd'instru- 
mentation' et de conceptualisation. 

Aujourd'hui, l'apparition dans les mains des eleves de fonctionnal- 
ites symboliques sur des calculatrices 'complexes' ou sur des logiciels 
'de calcul formel' est d'actualite. Plus encore que les calculatrices graph- 
iques, la presence de ces outils dans la pratique mathematique quotidi- 
enne des eleves impose a l'enseignement de considerer une 'genese in- 
strumentale' otu les schemes d'usage se developpent conjointement avec 
des connaissances proprement mathematiques. Etudiant la mise en place 
de projets d'enseignement de l'analyse dans les deux demieres annees du 
secondaire en France, Lagrange (1999b), Trouche (2000) montrent com- 
bien, chez l'eleve, les schemes d'usage de l'instrument influencent les 
conceptualisations et quelle attention l'enseignement doit apporter 'a leur 
developpement. 

Parallelement, les discours dominants sur l'introduction des technolo- 
gies insistent sur le caractere a priori positif de cette introduction. L'usage 
de la technologie aurait pour effet d'ameliorer ce qui est considere comme 
la part 'noble' de l'activite mathematique - la comprehension, l'etude en 
profondeur des concepts - en diminuant la part 'routiniere' que constituent 
les manipulations techniques. Ainsi, les changements dans l'enseignement 
des mathematiques s'inscriraient dans une 'revolution technologique' (Pe- 
rez Femrandez, 1998, p. 347) otu l'ordinateur permettrait un enseignement 
'experimental' des mathematiques (ibid, p. 346). Il existe donc un con- 
traste entre une realite ou l'effet de la calculatrice ou de l'ordinateur doit, 
a chaque instant de l'enseignement, etre analyse sans a priori positif, et 
des discours otu la technologie conduirait 'logiquement' 'a des change- 
ments qualitatifs dans l'enseignement. Ce contraste impose de reexaminer 
les bases sur lesquelles reposent ces discours en etudiant les questions 
suivantes: 

* D'oiu vient l'idee de 'mathematiques experimentales' ? Quel role la 
technologie joue-t-elle dans leur developpement ? Quels probl'emes 
pose leur transposition 'a l'enseignement ? 

* Comment l'utilisation de la technologie modifie-t-elle l'acces des ele- 
ves aux concepts ? Quels nouveaux rapports existent entre la com- 
prehension des concepts et la part plus technique du travail math- 
ematique ? 
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Je vais etudier ces deux questions en m'appuyant sur le bilan de six annees 
d'experimentation de systemes de calcul symbolique dans l'enseignement 
secondaire franqais, d'abord sur le logiciel DERIVE (Lagrange, 1996; Ar- 
tigue, 1997) puis sur la calculatrice 'complexe' TI-92 (Lagrange, l999a; 
Lagrange, 1999b; Guin et Trouche, ibid.). 

Les logiciels de calcul symbolique constituent en effet les instruments 
technologiques les plus recemment disponibles et ceux qui, dans les dis- 
cours, sont credites des plus riches potentialites. De plus, ce cadre experi- 
mental est particulierement adapte 'a une confrontation entre les discours 
sur les potentialites de la technologie et la realite des classes. Il s'agissait 
en effet d'enseignements longs (une annee scolaire) sur un curriculum na- 
tional: il fallait developper, dans des classes equipees de logiciels puis de 
calculatrices, des aptitudes mathematiques comparables a celles des eleves 
d'autres classes, en exploitant les potentialites de ces systemes tout en 
dejouant les pieges d'une utilisation non raisonnee de la technologie. 

Je vais donc brievement presenter les caracteristiques des systemes de 
calcul symbolique qui sont apparues pertinentes pour l'analyse de leur 
utilisation dans l'enseignement secondaire des mathematiques. Ensuite, 
en fonction de ces caracteristiques et des resultats des experimentations, 
j'etudierai les deux themes des mathematiques experimentales et de la 
possibilite d'un enseignement privilegiant les concepts. A partir de cette 
etude, je montrerai l'impossibilite de concevoir ou d'analyser un enseigne- 
ment avec systemes de calcul symbolique sans prendre en compte les tech- 
niques nouvelles et habituelles qui interagissent desormais dans l'activite 
mathematique des eleves et les perspectives ouvertes par cette prise en 
compte. 

2. LES SYSTEMES DE CALCUL SYMBOLIQUE 

La disponibilite de fonctionnalites de calcul symbolique dans des logi- 
ciels tels que Macsygma, Maple, Mathematica, DERIVE et sur des cal- 
culatrices est bien connue. En France, le terme 'calcul formel' est utilise 
pour nommer a la fois le domaine de recherche qui vise a creer et a evaluer 
des algorithmes de traitement des expressions mathematiques (Davenport 
et al., 1986) et le travail d'innovation mene dans l'enseignement autour 
de l'introduction de logiciels implementant ces algorithmes (Juge, 1994). 
Dans la litterature anglo-saxonne, les logiciels, notamment ceux proposes 
aux eleves, sont designes par 'Computer Algebra Systems'. 

De cet echantillon des terminologies employees, nous retiendrons la 
filiation qui relie les logiciels utilisables dans l'enseignement et un do- 
maine de recherche 'a la frontiere des mathematiques et de l'informatique. 
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Nous retiendrons aussi l'idee de 'Systeme': les fonctionnalites de calcul 
symbolique n'existent pas seules, elles sont proposees dans un environ- 
nement logiciel 'dedie aux mathematiques' avec notamment des facilites 
graphiques et numeriques. Ces systemes presentent deux caracteristiques 
affectant l'activite mathematique dans les situations scolaires d'utilisation: 
l'immediatete des gestes, et le phenomene de double ref6rence. 

Un systeme de calcul symbolique permet 'a son utilisateur de pratiquer 
des 'gestes'l qui existent aussi, mais diff6remment, dans la pratique 'habitu- 
elle'. Un 'geste', c'est par exemple, calculer une limite, obtenir la derivee 
d'une fonction donnee. Le 'systeme' comporte des facilites graphiques qui 
permettent aussi des gestes tels que l'obtention du graphe d'une fonction 
dans une fenetre donnee, les diff6rents zooms, le reperage d'un point cara- 
cteristique sur le graphe ou sur une table de valeurs . . . La caracteristique 
principale des gestes permis par la technologie est l'immediatete: si le 
systeme donne un resultat, l'utilisateur l'obtient sans delai apres 1'emission 
de la commande. Cette immediatete existe peu dans la pratique habituelle. 
Un calcul de limite 'a la main', va par exemple demander du temps, des 
efforts, l'appel 'a des images mentales, 'a des strategies de verification. Nous 
opposerons donc 'l'immediatete' des gestes technologiques au caractere 
'laborieux' des gestes habituels. 

Ainsi, les systemes de calcul symbolique permettent des gestes mul- 
tiples, souvent rapides et economes en reflexion. Grace a cela, dans les 
observations de situations de resolution au cours des experimentations de 
DERIVE, nous avons vu les eleves rester actifs face 'a des difficultes qui 
dans la pratique habituelle les auraient places en situation de blocage. Dans 
certains cas, cette activite pouvait produire des observables nombreux, une 
veritable activite experimentale. Dans d'autres cas, le cofut faible des ac- 
tions et du changement d'action favorisait les comportements de 'peche' 
finalises, mais peu organises, ou meme de simple collecte des resultats. 
Je discuterai plus loin les conditions dans lesquelles une veritable activite 
experimentale peut se developper. 

L'utilisation d'un systeme de calcul symbolique place aussi l'utilisateur 
dans une 'double ref6rence' (Artigue, 1997, p. 152) d'une part a des signi- 
fications mathematiques et d'autre part a des significations plus specifiques 
des contraintes d'un systeme informatique. En effet, l'utilisation d'un tel 
systeme ne se fait pas pour elle-meme: les significations en jeu, par- 
ticulierement dans les situations d'apprentissage, sont les significations 
mathematiques habituelles. Le systfeme est donc con,u pour que ses re- 
ponses puissent s'interpreter selon ces significations, mais par ailleurs, 
il fonctionne selon les contraintes d'un systeme automatique ayant une 
logique conforme seulement en apparence aux usages mathematiques. 
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Donnons un exemple, celui d'eleves devant transformer en produit l'ex- 
pression trigonometrique sin(x) + sin(2x) 'a l'aide de DERIVE. Ils avaient 
'a leur disposition une fonction programmee qui leur donnait 1'expression: 
sin (2xx)Cos(2x1x). Ils voulaient simplifier ensuite cette expression en 
sin (3)cos(x). Dans DERIVE, les simplifications trigonometriques ope- 
rent sur l'ensemble de l'expression et les essais des eleves leur ont donne 
soit l'expression initiale, soit une autre expression sans interet pour le 
probleme: sin(x) + 2sin(x)cos(x). Les eleves ne pouvaient comprendre que 
la simplification en sin (3x)cos(x) - immediate en papier/crayon - ne 
pouvait etre produite directement par DERIVE. Ils imaginaient que DE- 
RIVE fonctionnait selon la logique mathematique habituelle, sans con- 
science des algorithmes de simplification a loeuvre2. 

Ainsi, l'interaction avec un systeme de calcul symbolique fonctionne 
sous une 'double reference' d'une part aux significations mathematiques 
'habituelles' et d'autre part a la logique algorithmique du systeme. Dans 
les premieres situations observees, notamment celle rapportee ci-dessus, et 
la situation des factorisations Artigue (1997) sur laquelle nous reviendrons 
au paragraphe 5, l'intervention de ref6rences a cette logique algorithmique 
du calcul symbolique, non anticipee par le professeur, produisait un effet 
negatif sur les situations: les eleves ne parvenaient pas a se situer dans 
les significations mathematiques attendues par le professeur et tentaient 
sans succes d'interpreter le fonctionnement de DERIVE en multipliant les 
actions avec le logiciel. 

Par la suite, ce phenomene a pu etre mieux compris, et ainsi mieux 
anticipe par les professeurs ayant participe aux experimentations. Des con- 
ditions plus favorables, que nous allons etudier dans la suite, ont donc 
permis de rendre productive la 'double ref6rence'. 

3. LES MATHEMATIQUES EXPERIMENTALES 

Nous avons vu ci-dessus que l'immediatete des gestes dans les systemes 
de calcul symbolique permet a l'eleve d'etre actif, mais ne garantit pas la 
productivite mathematique qui donnerait a cette activite un reel caractere 
'experimental'. Il en est de meme de la 'double ref6rence' qui, si l'eleve 
ne la maitrise pas, l'empeche de donner une dimension mathematique a sa 
reflexion sur les observables. Ceci relativise les discours selon lesquels un 
nouvel enseignement 'experimental' des mathematiques serait a l'ordre du 
jour. Je vais analyser cette distance entre les discours et la realite comme 
une tentative de 'transposition didactique' (Chevallard, 1985) encore mal 
maitris'e. 
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La recherche en mathematiques a toujours comporte une dimension ex- 
perimentale. Ce qui est nouveau, avec les progres de l'informatique, c'est 
que cette dimension tend a sortir du travail prive du mathematicien pour 
prendre un caractere officiel. Les conjectures produites a l'aide de pro- 
grammes d'ordinateur, les donnees 'a l'appui de la conjecture, les methodes 
d'obtention des conjectures peuvent etre presentees, discutees comme un 
travail mathematique valable. Une certaine specialisation peut exister, la 
publication de resultats experimentaux par des mathematiciens pouvant 
motiver la recherche d'une preuve par d'autres. Il est donc possible de 
considerer les 'mathematiques experimentales' 'comme un domaine nou- 
veau (Borwein et al., 1996) ayant une dimension pratique - la production 
de procedures d'investigation et de transmission systematique des con- 
jectures - et une dimension theorique - la definition de structures des 
domaines mathematiques suffisamment generales pour permettre cette pro- 
duction. 

Cette visibilite nouvelle des 'mathematiques experimentales' participe 
au climat favorable 'a l'introduction des instruments informatiques dans 
l'enseignement de cette discipline. La didactique etudie comme un pheno- 
mene de 'transposition' l'existence de savoirs ou de pratiques compar- 
ables dans deux institutions, ici, les mathematiques experimentales dans 
la recherche et dans l'enseignement secondaire. I1 est ainsi possible de 
reperer cette transposition dans les orientations curriculaires en matiere 
d'usage de la technologie, lorsque par exemple, les programmes nationaux 
pour les lycees francais assignent 'a l'utilisation de la calculatrice le role 
d alimenter la recherche'3. 

Analyser 'la transposition didactique' (Chevallard, ibid., p. 14) c'est 
considerer les 'geneses, filiations, ruptures et refontes' qui font que le fonc- 
tionnement didactique du savoir et le fonctionnement savant sont diff6rents, 
tout en constituant deux regimes du savoir en interrelation. Un savoir, un 
type d'activite, existant 'a la fois dans la sphere savante et dans 1'enseigne- 
ment, s'apparentent par leur nature commune, mais sont soumis, dans 
chacune des institutions aux contraintes de fonctionnement propres 'a ces 
institutions. Ainsi, les 'mathematiques experimentales' ont trouve leur fonc- 
tion dans la recherche mathematique en developpant un domaine tant tech- 
nique que theorique. Du cote de l'enseignement, les mathematiques ex- 
perimentales restent plus problematiques. Des caracteristiques telles que 
l'immediatete et la double ref6rence peuvent engager les eleves dans une 
activite vaine alors qu'elles assurent la productivite des technologies in- 
formatiques dans la recherche. D'autres obstacles viennent de la concep- 
tion des situations d'apprentissage qui surestiment la possibilite pour les 
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eleves 'a degager spontanement des concepts 'a partir de leur activite avec 
un logiciel, comme nous allons le voir en rappelant deux observations. 

Une hypothese souvent avancee est qu'un systeme de calcul symbo- 
lique va permettre de faire le lien experimentalement entre des manifes- 
tations d'une meme propriete dans diff6rentes representations - ou, plus 
precisement dans diff6rents 'registres' au sens de Duval (1996) - mais la 
preparation des eleves qui serait necessaire pour une telle mise en relation 
est souvent sous-estimee. Par exemple, Wain (1994) observe des eleves 
de 14/15 ans qui doivent etablir avec le logiciel DERIVE un lien entre 
les zeros d'un grand nombre de fonctions, et les intersections des courbes 
representatives avec 1'axe des abscisses. Quand les valeurs ne sont pas en- 
tieres, certains eleves ne parviennent pas 'a reconnaitre la valeur decimale 
lue dans la fenetre graphique comme une approximation de la solution 
obtenue dans la fenetre algebrique, ce qui rend inoperant le travail de mise 
en relation de la lecture graphique et de la resolution symbolique prevu 
par le professeur. Pour que l'experimentation des e1eves soit efficace, il 
aurait fallu qu'ils aient une certaine preparation de facon 'a mieux con- 
siderer les rapports entre valeur exacte et valeur approchee, et a reconnaitre 
le caractere d'approximation des valeurs lues dans la fenetre graphique. 
Les approches recentes de l'utilisation des calculatrices complexes (Guin 
et Delgoulet, 1996, pp. 42-45, par exemple) incluent cette preparation 
comme une composante essentielle d'une instrumentation efficace. 

Le calcul formel est aussi souvent vu comme permettant a des eleves de 
faire des experiences sur des phenomenes symboliques et d'en inf6rer des 
structures generales. L"a aussi, la capacite des eleves a operer une veritable 
generalisation mathematique est souvent surestimee. Pozzi (1994) rapporte 
par exemple une observation d'eleves a qui l'on demandait de trouver 
une regle generale pour la derivation du produit d'un polynome par une 
fonction trigonometrique en experimentant a partir de derivees obtenues 
avec DERIVE. Pozzi note que la difficulte des eleves est qu'ils raisonnent 
sur la forme des ecritures donnees par DERIVE (leur syntaxe) alors que, 
pour que 1'experimentation aboutisse, il faudrait qu'ils raisonnent sur la 
structure des expressions obtenues (leur semantique). II conclut que, dans 
une telle activite, loin de decouvrir des structures mathematiques, l'eleve 
peut se creer des modeles errones qui se constituent en 'misconceptions'. 

Au cours de 1'experimentation de la calculatrice 'complexe' TI-92 (Lag- 
range, 1 999b, pp. 73-75), nous avons recherche les conditions pour que les 
eleves puissent avoir une veritable activite experimentale sur les pheno- 
menes symboliques lies aux limites et aux derivees. Deux conditions sont 
apparues necessaires. La premiere est que les eleves aient une connais- 
sance suffisante du concept en jeu, ainsi que de la facon dont la machine 
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dx ( ?~~~~~d 
dCf (a*x).x) 
mt1tH BAD E[rfCT FUNC le' 1 

Figure 1. TI-92. 

* diff(f(a*x),x); 

* 

a D(f)(a x) 

Figure 2. Mupad. 

le traite. Pour que la 'double ref6rence' fonctionne de facon productive, il 
faut qu'ils puissent faire la part, dans les resultats qu'ils obtiennent, des 
phenomenes generes par l'algorithme et de ceux qui ont une signification 
mathematique. 

Par exemple, nous avons pose aux eleves la question de la derivation 
de la composee d'une fonction quelconque x -- f(x) et d'une fonction 
lineaire x -+ ax. Dans une premiere approche, les eleves ont simplement 
'entre le probleme dans la TI-92'. Comme l'ecran (Figure 1) le montre, 
la machine passe d'une expression entree en ligne d(f(a * x), x) 'a une 
expression diff6rentielle que les eleves ont transcris a 1' aide de la notation 
'prime' en usage dans le secondaire f'(ax). Dans ce cas, la transcription 
est trompeuse. En effet, contrairement a d'autres systemes comme Mupad 
(Figure 2) la TI-92 n'a pas de notation pour la derivee d'une fonction. 
Certains eleves pensaient alors que le nombre derive de la composee au 
point x, etait bien donne par la machine comme f (ax), ce qui constitue 
une 'misconception' au sens de Pozzi (ibid.) 

D'autres eleves, entraines a observer de facon critique les resultats de 
la machine, ont note que les deux expressions affichees par la TI-92 etaient 
les memes. Sachant que l'expression de gauche reecrit sous forme math- 
ematique l'expression entree sans la transformer, et que l'expression de 
droite resulte d'une simplification, ils ont pu mettre en evidence que la 
TI-92 ne donnait tout simplement pas de reponse, et engager la classe 
dans une autre demarche consistant a essayer de deriver des fonctions 
connues. Cette demarche s'est revelee productive grace aux fonctions tri- 
gonometriques. Nous avions en effet anticipe ce besoin d'observables si- 
gnificatifs en faisant travailler les eleves lors d'une seance precedente sur 



L'INTEGRATION D'INSTRUMENTS INFORMATIQUES 9 

les derivees des fonctions trigonometriques, les fonctions polynomiales ne 
donnant pas d'observables suffisamment significatifs. 

Une seconde condition pour qu'une activite experimentale puisse reelle- 
ment exister est qu'une veritable question soit mise 'a l'epreuve. Beaucoup 
de phenomenes symboliques ne sont pas en eux-memes problematiques 
pour les eleves. C'est le cas des phenomenes de conservation, le fait par 
exemple que la limite de la somme de deux fonctions en un point soit 
la somme des limites. Meme des cas de non conservation, comme les 
indeterminations de limites, ou la derivation du produit de deux fonc- 
tions, demandent 'a etre 'mis en scene' par le professeur pour que les 
eleves s'engagent dans les anticipations par lesquelles ils concoivent des 
structures generales. 

Au cours de l'experimentation TI-92, pour problematiser la question 
des techniques algebriques de calculs de limites, nous avons centre la 
recherche sur les cas d'indetermination. Nous l'avons organisee avec les 
eleves, montrant d'abord 'a l'aide de la TI-92 que la limite de la somme 
d'une fonction tendant vers plus l'infini et d'une fonction tendant vers 
moins l'infini n'est pas necessairement nulle, puis demandant aux eleves 
de produire des exemples pour determiner, dans une premiere phase, quelles 
valeurs pouvait etre obtenues dans ce cas, et, dans une deuxieme phase, 
quels sont les cas d'indetermination de limites de produits. Le cas du 
produit d'une fonction ayant une limite nulle et d'une fonction ayant une 
limite infinie a fait l'objet d'un long debat dans la classe, beaucoup d'eleves 
pensant au depart que ce produit a necessairement une limite nulle et 
produisant des exemples en consequence. La decouverte par un eleve d'un 
exemple de limite non nulle a declenche la recherche d'autres exemples. 

Dans ce paragraphe, j'ai voulu indiquer les obstacles auxquels se heurte 
une activite experimentale en milieu scolaire avec un instrument infor- 
matique, que le but de cette activite soit de faire interagir des represen- 
tations ou de degager des structures generales. A l'aide d'exemples de 
l'experimentation TI-92, j'ai montre quel travail de conception des seances 
est necessaire pour que les eleves soient suffisamment prepares 'a cette 
activite. 

Ainsi, la transposition des 'mathematiques experimentales' de la recher- 
che vers l'enseignement est plus problematique que ce que des discours 
generaux laissent penser. Nous apercevons, 'a travers les exemples, qu'il 
n'y a pas de miracle 'a attendre et que meme si, grace aux nouveaux gestes 
permis par la technologie, les eleves disposent d'observables plus nom- 
breux et plus facilement obtenus, l'enseignement ne pourra faire l'6economie 
d'une structuration du domaine 'a explorer, ainsi que d'une organisation en 
techniques de ces gestes d'exploration. 
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4. L'OPPOSITION ENTRE COMPREHENSION ET HABILETES 

Dans les discours sur les avantages de la technologie, l'opposition entre 
les concepts et 'habiletes manipulatoires' est, avec les 'mathematiques 
experimentales', un autre theme tres courant. Dans la litterature interna- 
tionale de langue anglaise, cette opposition se marque entre les deux ter- 
mes '(conceptual) understanding' et '(manipulative) skills4. Au dela des 
differences de langue, l'opposition se situe bien entre la comprehension 
d'un domaine theorique et les habiletes pratiques, manipulatoires, qui per- 
mettent l'activite dans le domaine, mais sont aussi souvent considerees 
comme vides de sens. Dans ce paragraphe, je vais interroger cette op- 
position et son corollaire implicite: la technologie, en liberant l'eleve de 
la pratique d'habiletes manipulatoires permet de travailler directement les 
concepts. 

Rachlin (1989) rappelle que la tension concepts/manipulation est an- 
cienne, notamment dans l'enseignement de l'algebre. 

Teachers (in the USA) even (in 1890) were opposed to what they saw as an 
overemphasis on manipulative skills and were calling for a meaningful treatment 
of algebra that would bring about more understanding. 

Depuis une vingtaine d'annes, les nouvelles technologies sont presentees 
comme une possibilite de diminuer la part des manipulations et de reequi- 
librer les mathematiques scolaires en faveur de la comprehension. A la 
suite d'une conference tenue en mars 1987 sur l'enseignement et l'appren- 
tissage de l'algebre, Kieran et Wagner (1989) rapportent ainsi les hypo- 
theses emises dans une session consacree 'a la technologie: 

On the assumption of the universal access to the new technology, we now have the 
tools that enable us to modify our skill-dominated conception of school algebra 
and rebalance it in favour of objectives related to understanding and problem 
solving. 

Parmi les moyens technologiques proposes pour 1'apprentissage des mathe- 
matiques le calcul symbolique est apparu comme un moyen privilegie d'un 
reequilibrage en faveur du conceptuel car il est en quelque sorte 'plus 
mathematique' que d' autres technologies, grace aux calculs en mode exact, 
et 'a la possibilite d'utiliser sans programmer. Fey (1989) precise: 

(.. .) the use of symbol manipulation software in teaching calculus does permit 
greater emphasis on concept development and problem solving and this range of 
priorities pays off in greater student understanding and skill in those aspects of 
the subject. 

De nombreux travaux de recherche ont ainsi pose comme hypothese une 
forte separation des dimensions techniques et conceptuelles et se sont don- 
nes comme objectif de promouvoir, dans les utilisations de systemes de 
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calcul symboliques, la dimension conceptuelle. Ces hypotheses ont ete 
mises en avant et eprouvees par etude comparative dans les theses soutenues 
des 1984 aux Etats-Unis. 

Heid (1988) est un exemple tres marquant de ce type de recherche. 
Ainsi Perez Fernandez (ibid, p. 362) tire argument de cette etude parmi 
d'autres pour attribuer aux systemes de calcul symbolique la capacite, en 
eux-memes, de faire progresser les eleves 'vers des niveaux superieurs de 
pensee formelle'. Je vais, dans ce paragraphe, etudier cette recherche et 
confronter ses resultats a ce que nous ont appris les experimentations des 
systemes de calcul symbolique dans les classes du secondaire francais. 

La these de Heid (ibid. p. 7) est que l'utilisation de l'ordinateur permet 
de remodeler ('refashion') l'introduction de l'analyse en mettant l'accent 
sur les concepts, les applications et la resolution de problemes. Ce faisant, 
l'auteur propose de modifier l'ordonnancement ('resequence') traditionnel 
qui donnerait la priorite (dans le temps et dans la duree) aux habiletes 
('skills') sur la comprehension des concepts. 

Une premiere remarque est que, avec quinze annees de recul, l'expe- 
rience de Heid garde toute son actualite. Les logiciels encore rudimentaires 
de l'epoque (un grapheur et un logiciel symbolique separes et peu interac- 
tifs) sont mis au service d'un projet de nouvelle introduction de l'analyse 
que l'auteur enseigne avec passion. Les approches graphiques des con- 
cepts, la reflexion sur la signification des resultats sont encouragees, les 
etudiants sont confrontes a des classes plus larges de problemes. L'auteur 
s' interdit, dans les 12 premieres semaines d'un enseignement qui en compte 
en tout 15, de developper chez les eleves les habiletes traditionnelles en 
analyse: calcul algebrique de limites, de derivees, de primitives, trace de 
graphes de fonction et etudes de variations. L'auteur insiste sur la meilleure 
performance de ses etudiants par comparaison avec un groupe ayant recu 
un enseignement traditionnel a des 'questions conceptuelles'. L'examen 
commun aux deux groupes montre que les etudiants 'experimentaux' n'ont 
pas souffert du retard avec lequel ils ont developpe leurs habiletes calcu- 
latoires. L'6etude de Heid a donc son interet en tant qu'experimentation 
d'un enseignement nouveau de l'analyse dans un contexte oCu l'ordinateur 
permet plus facilement certaines approches. 

En seconde analyse, l'opposition entre comprehension et habiletes ma- 
nipulatoires ('skills') engendre un malentendu sur la possibilite de faire ex- 
ister un enseignement visant directement les concepts. En effet, l'etude des 
resultats obtenus par Heid montre selon moi que l'enseignement presente 
par cet auteur simplement comme 'centre sur les concepts' recouvre des 
processus complexes d'apprentissage d'ou les techniques ne peuvent etre 
absentes. 
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Selon Heid (ibid. p. 15), les etudiants experimentaux ont 'davantage 
temoigne de comprehension conceptuelle'. La lecture des extraits d'inter- 
views presentes dans 1'article montre de fait, chez ces etudiants, une cer- 
taine capacite 'a mobiliser des representations variees des concepts 'a divers 
niveaux. Par exemple, ils interpretent un maximum d'une fonction deux 
fois differentiable comme un point de la courbe representative oiu la pente 
passe d'une valeur positive a une valeur negative et retrouvent ainsi une 
regle permettant de distinguer un maximum d'autres points oiu la derivee 
s'annule par le signe de la derivee seconde. Les etudiants du groupe de 
contrOle font quant 'a eux exclusivement appel 'a cette regle qu'ils memoris- 
ent mal par defaut de comprehension. Heid note cependant (ibid., p. 17) 
que les etudiants experimentaux n'ont pas acquis "une notion claire de la 
limite et du taux de variation, typiquement difficile" et ne se differencient 
pas ainsi des etudiants du groupe de contrOle. 

Heid appuie aussi son analyse sur les resultats compares des eleves 
experimentaux et de ceux du groupe de controle 'a des questions 'concep- 
tuelles'. Les eleves experimentaux ont des resultats d'ensemble legerement 
meilleurs, mais les questions oiu il surclassent nettement les autres eleves 
sont peu nombreuses. Considerons l'une de ces questions: 

Thus far in the course you've learned no rule for finding the derivative of a 
function like f (x) = 3X. Explain how you could find f '(4). 

Heid ne donne pas d'autre information que le pourcentage de succes. Ce 
pourcentage est insignifiant dans le groupe de contrOle et approche 15% 
chez les eleves experimentaux. Mon interpretation est que les eleves 
echouent parce qu'ils concoivent seulement le nombre derive comme valeur 
en un point de la fonction derivee, cette fonction etant elle meme comprise 
comme resultat d'une manipulation symbolique sur la fonction initiale. 
Ils vont donc etre desempares par l'absence de 'regle de derivation' pour 
les fonctions exponentielles. Une erreur courante est, dans cas, l'invention 
d'une regle symbolique de derivation erronee, par exemple celle qui, in- 
spiree de la derivation des polynome, donnerait f(x) = x 3x1- et donc 
f'(4) = 4. 33. En revanche, un eleve qui a present 'a l'esprit une definition 
du nombre derive comme limite du quotient differentiel pourra reussir en 
exprimant cette limite avec les donnees de l'enonce. De plus, faisant le 
lien avec la representation graphique des exponentielles, il pourra rejeter 
la derivation f'(x) = x 3x1- qui donnerait une pente nulle a l'origine. 

Le succes de certains eleves experimentaux semble donc montrer que 
l'enseignement 'avec technologie' a constitue un terrain favorable pour 
que le nombre derive puisse exister dans la comprehension des eleves sans 
etre 'ecrase' par la derivation symbolique, ce qui confirme la tendance 
observee dans les interviews 'a mobiliser et 'a articuler des representations 
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variees. Cependant, il ne me parait pas possible d'attribuer cette tendance 'a 
la technologie 'a elle seule. En effet, l'influence de la technologie n'est pas 
necessairement positive: les gestes 'immediats' du calcul formel peuvent 
aussi bien que les gestes 'laborieux' en papier/crayon installer une com- 
prehension 'troite des concepts de l'analyse comme objets symboliques. 
Monaghan et al. (1994) l'ont bien montre 'a propos des limites. Pour des 
eleves ayant utilise DERIVE, ce concept etait etroitement lie au geste 
d'obtention d'une limite avec ce logiciel. 

Il convient donc en premier lieu de relativiser l'interpretation de l'article 
donnee dans les discours rapportes plus haut. La tendance constatee, pour 
interessante qu'elle soit, ne peut etre qualifiee de progres decisif 'vers 
des niveaux superieurs de pensee formelle'. Il faut aussi s'interroger sur 
la contribution de la technologie 'a cette tendance. L' article de Heid ne 
permet pas d'apprecier reellement cette contribution faute d'informations 
sur l'organisation de l'enseignement. En revanche, les experimentations 
francaises (Lagrange, 1999b, p. 73) sur l'integration des calculatrices com- 
plexes nous ont permis d'apercevoir qu'il existe des conditions pour que 
la technologie contribue 'a la formation chez les eleves de representations 
variees des concepts et que ces conditions ne sont pas faciles 'a etablir, 
meme par des enseignants conscients des effets reducteurs possibles du 
calcul formel. 

Une representation d'un concept n'existe pas sans les techniques qui 
lui sont associees. Or la technique d'obtention d'un resultat symbolique 
a l'aide de la calculatrice tend 'a s'imposer par sa simplicite et son ef- 
ficacite au detriment de techniques plus laborieuses, basees sur d'autres 
representations. Une premiere condition est donc que, quotidiennement 
dans les situations d'utilisation de la calculatrice, le recours aux diff6rentes 
representations et techniques associees soient encourage: par exemple, si 
les eleves sont tentes d'utiliser le calcul formel pour une limite comme 
limX+0 1-- il faudra que l'enseignant fasse appel 

' la representation graph- X+1 ~ ~ 1 
ique de la fonction x -+ ou a une majoration par la fonction x - 

pour montrer que le 'raisonnement' est parfois plus economique que la 
machine. 

Pour que les eleves puissent mobiliser de facon equilibree diff6rentes 
comprehensions d'un concept il faut aussi que l'organisation de l'enseigne- 
ment tienne compte des nouvelles techniques. A titre d'exemple, dans l'ex- 
perimentation TI-92 un travail a ete fait pour developper chez les eleves 
des comprehensions variees du concept de derivee, en articulant diff6rents 
rapports 'a la derivee, 'enactive' et 'manipulative'5 (Tall, 1996) et diff6rents 
statuts du concept, 'outil' et 'objet' (Douady, 1986). 
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Des activites ont ete organisees pour que les eleves prennent conscience 
de phenomenes diff6rentiels de facon 'enactive', notamment dans la fenetre 
graphique de leur calculatrice, et rencontrent les limites d'une etude graph- 
ique de ces phenomenes. I1 a fallu ensuite un temps assez long pour que les 
e1eves developpent des techniques algebriques d'6etude de ces phenomenes, 
d'abord en elaborant des techniques 'papier/crayon', puis en les adaptant 
et en les systematisant dans la fenetre algebrique. C'est seulement a l'issue 
de ce travail que les eleves ont rencontre les proprietes algebriques des li- 
mites et des derivees, comme base de nouvelles techniques 'manipulative' 
d'obtention des derivees. 

Apres avoir ainsi etudie la derivation comme 'objet', les e1eves ont 
pu ensuite l'utiliser comme 'outil' dans des problemes d'optimisation. 
Ces problemes existaient pour eux dans les classes anterieures par les 
approches graphico-numerique permises par les calculatrices graphiques 
puis par des techniques algebriques, assez laborieuses en papier crayon. 
La derivation leur a permis de completer ces approches par des techniques 
formelles permettant la recherche de solution exactes pour des classes plus 
larges de problemes. Ensuite, a un moment ou le caractere outil de la 
derivation aurait pu faire oublier les aspects conceptuels de la derivation, 
les eleves ont eu 'a faire un travail en cinematique qui a constitue un retour 
a la fois au statut 'objet' et au rapport 'enactive'. 

Confrontant ainsi l'etude de Heid a cette experience d'integration d'un 
systeme de calcul symbolique, il me semble que certes, les habiletes ma- 
nipulatoires tendent 'a prendre moins de place dans les apprentissages que 
dans un enseignement sans ordinateurs mais que, pour autant, la technolo- 
gie ne permet pas un enseignement 'directement conceptuel'. Le chemin 
des eleves vers la comprehension reste long et hasardeux. Comme en pa- 
pier/ crayon, il leur faut, 'a partir de taches soigneusement organisees par 
le professeur, elaborer des techniques de resolution comme bases sur les- 
quelles peuvent se developper des comprehensions suffisamment riches 
des concepts. L' opposition entre les concepts et les habiletes manipulatoires 
masque donc un point essentiel. I1 existe une dimension technique dans 
l'activite mathematique des eleves qui ne se reduit pas aux habiletes. Quand 
la technologie est utilisee, cette dimension est diff6rente, mais elle garde 
son importance dans l'acces des e1eves a la comprehension. 

Nous retrouvons donc comme question centrale, la place des techniques 
dans les apprentissages que nous avions dej"a aperque en analysant les 
conditions pour que l'utilisation de moyens informatiques s'insere dans 
une veritable activite experimentale. Le paragraphe suivant va preciser ce 
qu'est une technique, en quoi une technique se distingue d'une 'habilete 
manipulatoire' et quel role elle peut jouer dans la conceptualisation. 
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5. LES TECHNIQUES 

Mercier (1996) a montre la genese de l'idee de technique 'a partir des 
difficultes rencontrees dans l'enseignement de l'algebre. Cette genese me 
parait particulierement eclairante pour comprendre le role des techniques 
dans l'enseignement et l'apprentissage. En voici une presentation en quel- 
ques lignes. 

Au depart de sa reflexion, Mercier souligne le risque que l'algebre dis- 
paraisse des mathematiques scolaires par suite des difficultes rencontrees 
par les e1eves et de l'importance donnee a la resolution de problemes et aux 
methodes numeriques. Les 'habiletes' algebriques etant souvent presentees 
dans les discours sur l'enseignement comme sans signification, et les cal- 
culatrices et tableurs pouvant etre utilises par les eleves comme aide a 
1'exploration et 'a la resolution numerique des problemes, pourquoi contin- 
uer a exiger des e1eves une resolution symbolique dans laquelle beaucoup 
echouent ? 

Mercier montre ensuite la puissance de 1'algebre, sa place potentielle 
comme fondement des mathematiques scolaires. A la recherche des raisons 
de la difficile position de l'algebre dans la realite des pratiques math- 
ematiques des eleves, il souligne l'effet des reformes successives qui ont 
conduit a ce que les techniques algebriques soient reduites a des habiletes 
isolees et sans signification. D'une part, l'enseignement insistant moins sur 
la preuve, les taiches que ces techniques auraient pu contribuer 'a mener a 
bien n'existent plus. D'autre part, l'accent mis sur les aspects pratiques de 
la resolution fait qu'il n'y a plus la reflexion theorique sur les manipula- 
tions algebriques susceptible d'en faire des entites mathematiques a part 
entiere. 

Il est apparu ainsi que des techniques ne peuvent exister de facon isolee 
dans l'enseignement et l'apprentissage. De cette observation est nee l'idee 
de praxeologie. Selon Chevallard (1999, p.223), "toute activite humaine 
regulierement accomplie (c'est-a-dire accomplie dans une institution) peut- 
etre subsume'e sous un modele, que resume (...) le mot de praxeologie". 
Le modele s'organise sur plusieurs niveaux. Le premier niveau est celui 
des taiches. Au second niveau, les techniques sont les facons particuli'eres, 
'adequates', d'accomplir ces t'aches dans l'institution. Au troisieme niveau, 
celui des theorisations, il s'agit d'interroger les techniques sur leur con- 
sistance et leur domaine de validite. C'est le niveau otu un langage speci- 
fique apparait, otu des concepts emergent6. L'enseignement/apprentissage 
d'un sujet mathematique dans une institution didactique (ou, comme le dit 
Chevallard, 1''etude d'une oceuvre') est une activite humaine particuliere, 
avec une 'dynamique' specifique qui va conduire a 'recreer l'ceuvre'. Dans 
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cette dynamique, les taches sont d'abord des problemes. Les techniques 
s'elaborent relativement aux taches puis se hierarchisent. Des techniques 
officielles emergent et les taches 'se routinisent' en devenant des moyens 
pour perfectionner ces techniques. L'environnement theorique se constitue 
pour rendre compte des techniques, de leur fonctionnement et de leurs 
limites. I1 se developpe ensuite au cours d'un 'travail de la technique' qui 
vise 'a la fois l'amelioration des techniques et leur maitrise7. 

A partir de cette approche, il est possible de voir une technique comme 
un ensemble de gestes (au sens du paragraphe 2) trouvant sa signification 
mathematique dans une double relation avec d'une part les taches qu'elle 
permet d'accomplir et d'autre part les theorisations auxquelles elle peut 
donner lieu. Considerons par exemple (Chevallard, ibid. p. 243), la tech- 
nique classique de reduction des expressions du type a+ b,1 a, b, c, d 

entiers en a + ,8XV, a, f rationnels. Une tache d'approximation est une 
motivation pour developper cette technique, la forme reduite permettant 
plus facilement un encadrement. Plus fondamentalement, cette technique 
trouve son interet en procurant un systeme d'ecriture 'canonique' per- 
mettant de reconnaitre aisement l'egalite de quotients comme 3,/2-24 et 

2-13. Au niveau theorique, l'idee que cette technique 'fonctionne tou- 

jours' debouche sur la structure de corps de l'extension algebrique QkF2] 
tout en foumissant un algorithme d'obtention des coordonnees d'un ele- 
ment dans la base canonique. 

Bien sfur, une technique peut exister 'a certains moments comme une 
'habilete manipulatoire'. C'est particulierement le cas lorsqu'une certaine 
'routinisation' est necessaire: nous avons tous du^, dans la periode encore 
recente ou les seuls instruments du travail mathematique etaient le papier 
et le crayon, nous entrainer aux techniques de calcul qu'elles soient nume- 
riques ou symboliques, et, dans cette periode d'entrainement, mettre de 
cote les taches et les theories qui donnent leur sens 'a ces techniques. I1 
est certain que la disponibilite de nouveaux instruments diminue l'urgence 
de cette routinisation. L'e'tude de Heid confirme cela. Mais il ne faut pas 
considerer seulement les techniques sous leur forme routinisee. Le travail 
de constitution de techniques en reponse -a des taches, et d'elaboration 
theorique sur les problemes poses par ces techniques reste fondamental 
dans 1'apprentissage. 

La disponibilite d'instruments nouveaux remet certes en cause le role 
de techniques dont la place semblait bien etablie lorsque nous disposions 
seulement du papier et du crayon. Par exemple, la TI-92 effectue en un 
geste immediat la reduction ci-dessus alors que la technique papier/crayon 
associe plusieurs gestes de facon laborieuse. En revanche, la necessite 
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demeure d'un niveau technique, intermediaire entre les taches et les theor- 
ies. L'activite experimentale 'a l'aide de la technologie ne peut se con- 
cevoir comme une emergence directe de significations a partir de faits 
symboliques produits par l'instrument. Des techniques d'exploration, de 
problematisation sont necessaires. L'apprentissage de concepts, notam- 
ment en analyse, suppose que les e1eves, 'a partir de taches soigneusement 
organisees par les professeur, elaborent des techniques de resolution, util- 
isant ou non la technologie, comme bases sur lesquelles developper des 
comprehensions variees. 

Les nouveaux instruments du travail mathematique ont donc un interet 
non parce qu'ils permettraient de 'sauter' du niveau des taches 'a celui des 
theories, mais par les nouvelles techniques qu'ils peuvent permettre aux 
eleves de developper et qui constituent un pont entre taches et theories. 
Je vais montrer dans ce paragraphe comment l'accent mis sur les tech- 
niques dans l'utilisation des instruments nouveaux permet d'interpreter les 
phenomenes observes lors de situations d'utilisation de DERIVE. 

L'6etude sur l'utilisation de DERIVE dans l'enseignement secondaire 
franqais, menee a partir de la rentree 1993 a permis, grace a des observa- 
tions de classes, couplees a un releve par questionnaires des attentes des 
professeurs et des attitudes des eleves, d'etablir un constat systematique 
des difficultes rencontuees et d'initier des pistes pour y remedier (Lag- 
range, 1996; Artigue, 1997). 

Les donnees que nous avons recueillies ont montre qu'a quelques rares 
exceptions pres, l'objectif d'integration de DERIVE a l'enseignement n'a 
pas 'te atteint et qu'une utilisation, meme episodique, de DERIVE est 
plus difficile que ce que les professeurs attendait. DERIVE a ete percu 
par les eleves d'abord comme un outil pour effectuer des calculs pen- 
ibles et verifier les resultats obtenus dans des environnements standards, 
ce qui correspond aux fonctionnalites du logiciel les plus faciles a mettre 
en ceuvre. Peu d'eleves ont vu DERIVE comme un outil de comprehen- 
sion, d'apprentissage, ce qui etait pourtant l'objectif des professeurs. Une 
fraction importante des eleves a considere que DERIVE complique nota- 
blement leur travail mathematique, ce qui renvoie a des difficultes de mise 
en ceuvre du logiciel, souvent non anticipees par le professeur. 

Les donnees recueillies aupres des enseignants etaient aussi en decalage 
avec les potentialites attribuees a priori a DERIVE. Les professeurs ont 
rapporte des difficultes a mettre en ceuvre leurs idees, ecrivant par exemple 
que DERIVE finalement ne supprime pas les difficultes calculatoires autant 
qu'ils le pensaient, que, meme avec l'aide de DERIVE, il est difficile de 
gerer efficacement des activites experimentales. 
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Ces observations montrent bien l'effet d'une absence de reflexion sur 
les techniques dans les anticipations des professeurs. En effet, les eleves 
etaient supposes percevoir des aspects conceptuels dans les resultats don- 
nes par DERIVE. Mais il leur manquait pour cela les techniques qui leur 
auraient permis d'introduire une rationalite dans la resolution sur laquelle 
faire fonctionner une reflexion theorique, et donc ils pouvaient seulement 
avoir des comportements d'adaptation tels que le comportement de 'peche' 
souligne au paragraphe 2. Les difficultes de mise en ceuvre du logiciel 
temoignent aussi d'un deficit en techniques d'utilisation du logiciel. La 
necessite de ces techniques n'etait pas souvent reconnue par les profes- 
seurs. Meme dans le cas oiu le professeur reconnaissait 'a ces techniques 
une certaine existence, suffisante pour que les e1eves puissent utiliser le 
logiciel, il ne les utilisait pas comme base pour une reflexion theorique, car 
elles lui paraissaient trop eloignees des significations mathematiques telles 
qu'elles se construisent dans les situations habituelles. La pratique du logi- 
ciel restait donc tres separee des situations habituelles. Pour les eleves, les 
techniques 'papier/crayon' developpees dans ces situations demeuraient 
celles qui 'font sens' et il n'est donc pas etonnant que, pour eux, le logiciel 
ne contribuait pas 'a la comprehension. 

6. LA PRISE EN COMPTE DE TECHNIQUES LIEES AU LOGICIEL 

Je vais montrer 'a 1'aide d'un exemple comment 1'analyse de la dimen- 
sion technique du travail avec la technologie a permis de mieux penser 
l'integration d'un logiciel comme DERIVE. Il s'agit de la situation des 
factorisations de x - 1, deja evoquee au paragraphe 2. 

Le probleme, pose en premiere S (1 leme grade, filiere scientifique), est 
de conjecturer et de prouver des factorisations generales des polynomes de 
la forme x' - 1 en observant des factorisations pour des valeurs donnees de 
n. Nous allons suivre l'evolution de ce probleme 'a travers les trois versions 
de ce probleme que presentent Mounier et Aldon (1996). 

Dans la premiere version, le probleme a ete etudie au cours d'une seule 
seance, en papier crayon. Selon des observations de Mounier et Aldon, les 
eleves ont trouve facilement le facteur x -1, puis par division sur quelques 
exemples, le quotient par x - 1. Bien sfir, le calcul a ete laborieux et, apres 
ce premier resultat, peu d'eleves ont cherche d'autres conjectures. 

Dans la seconde version, egalement sur une seance, Mounier et Aldon 
voulaient utiliser DERIVE pour que les eleves puissent trouver davantage 
de factorisations et donc pour etendre leur pratique experimentale. Une 
difficulte est que le logiciel donne des factorisations completes qui ne sont 
les factorisations generales que pour certaines valeurs de n. Par exemple, 
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la factorisation en deux facteurs n'est obtenue que pour n premier. Les 
professeurs pensaient que les eleves pourraient trouver des conjectures en 
observant les factorisations DERIVE, mais aussi en s'en eloignant suffi- 
samment pour qu'elles ne viennent pas cacher les factorisations generales. 

En fait, ce fonctionnement est difficilement possible directement pour 
des eleves de lycee. Voici une demarche typique d'e1eves. Ils factorisent 
pour n=2 et 3 et conjecturent une factorisation generale en deux facteurs 
(x - )(x- +Xn-2 +. . . + 1). En factorisant pour n=4, ils constatent une 
irregularite pour les n pairs, ce que confirme la factorisation pour n=5, 6, 
7. I1 y a alors pour eux deux factorisations distinctes, l'une valable pour 
les impairs, l'autre pour les pairs: (x - l)(x + 1)(XY-2 + xn-4 . .. + 1). 
Ils tentent de confirmer par exemple pour n=9, mais ils obtiennent alors 
une factorisation en 3 facteurs: (x -_l)(x2 + x + 1)(x6 + x3 + 1) qui 
remet en cause leur conjecture. Ils n'avancent plus, car toute conjecture est 
immediatement contredite par un nouvel essai. 

Ce dysfonctionnement est bien une manifestation d'effets negatifs du 
phenomene de double ref6rence rappele au paragraphe 2. Les factorisa- 
tions 'DERIVE' viennent cacher les factorisations generales qui constitu- 
ent l'objectif mathematique. Je vais montrer que l'absence de techniques 
specifiques 'a l'utilisation du logiciel est une des causes de ce dysfonc- 
tionnement. En effet, les eleves rencontrent deux difficultes liees: l'une 
est la comprehension des rapports entre les diff6rentes factorisations d'un 
meme polynome et l'autre est l'absence de techniques pour selectionner et 
developper une partie d'une factorisation. 

Un mathematicien sait qu'une factorisation par exemple en trois fac- 
teurs, va permettre d'obtenir des factorisations en deux facteurs, par re- 
groupement. Meme s'il ne connait pas DERIVE, il devine que le logiciel 
doit lui donner les moyens d'operer ce regroupement de deux facteurs. 
L'eleve en revanche n'a pas une conscience claire des relations entre les 
factorisations et ne connait pas non plus les ressources du logiciel. I1 n'est 
donc pas etonnant qu'il ne puisse pas se degager des factorisations DE- 
RIVE pour concevoir des factorisations plus generales. Selectionner et 
developper une partie d'une factorisation n'est en effet pas une manipu- 
lation triviale: elle suppose de connaitre les fonctionnalites de recopie spe- 
cifiques au logiciel et de les integrer dans une comprehension de la faqon 
dont les expressions factorisees sont formees. L'elaboration de cette tech- 
nique est donc un moment essentiel 'a la fois pour permettre la poursuite 
de I'activite et pour lui donner sa dimension mathematique. 

Ainsi, la technique de regroupement des facteurs dans DERIVE va etre 
une cle pour que l'eleve comprenne les rapports entre les differentes factor- 
isations. C'est en effet ainsi que j'interprete la troisieme version presentee 
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par Mounier et Aldon. Celle-ci a pris la forme de ce que, en France, nous 
appelons un 'probleme long'. Les eleves disposaient de DERIVE sur or- 
dinateur portable. La premiere seance a servi 'a poser le probleme et 'a 
initier les eleves aux techniques de manipulation des facteurs dans DE- 
RIVE. Puis les eleves ont pu pratiquer 'a la maison, trouver des conjectures 
et des preuves. Sur trois mois, des moments ont ete organises oCu les eleves 
ont presente l'avancement de leur travail et oiu le professeur a fait discuter 
les conjectures produites et relance la recherche. 

La productivite du travail de la technique au cours de ces trois mois 
s'apprecie dans le rapport fait par les eleves 'a l'issue de la demiere seance 
(Mounier et Aldon, ibid. p. 59). Le caractere general de certaines factor- 
isations est reconnu en prenant suffisamment de distance avec les observ- 
ables de DERIVE. Une factorisation DERIVE non triviale (pour tout n 
puissance de 2) est prouvee par le regroupement successif de deux fac- 
teurs, inspire de la technique experimentee dans l'usage du logiciel. La 
factorisation des polynomes est generalisee a des expressions non poly- 
nomiales auxquelles certains eleves parviendront finalement 'a donner un 
sens a partir de l'equivalence qu'ils connaissent entreV/ et 22 . 

Ainsi les techniques d'utilisation d'instruments technologiques, loin 
d'etre triviales ou seulement liees au logiciel peuvent etre vues comme 
des elements fondamentaux pour le necessaire 'travail sur la technique'. 
Au lieu d'en minimiser l'importance ou de les contourner, il est bon de 
les analyser, de trouver les dispositifs qui permettent 'a ce travail de se 
de'velopper. 

7. LES NOUVELLES PRAXEOLOGIES 

Les techniques etant des elements determinants des organisations praxeo- 
logiques, I'apparition de techniques 'nouvellesi va entrainer des diffi- 
cultes dans les praxeologies existantes et donc la necessite d'une adapt- 
ation de l'enseignement. 

Une question souvent posee est celle de l'avenir des habiletes papier/cra- 
yon. Bien qu'elles soient mises en danger par la technologie, peu d'auteurs 
envisagent leur disparition pure et simple. Le 'resequencement' propose 
par Heid est assez representatif d'une attitude generale de prudence. Cette 
attitude laisse cependant le probleme entier. Je vais essayer de montrer 
qu'en considerant non plus l'angle des habiletes, mais celui des techniques, 
il est possible de depasser cette impression vague que 'tout n'est pas 'a 
jeter' pour etudier la dynamique commune des techniques nouvelles et 
habituelles. Deux exemples vont donner un aperqu de la variete des in- 
teractions entre techniques des deux types dans cette dynamique et donc 



L'INTEGRATION D'INSTRUMENTS INFORMATIQUES 21 

Un "defi": pour tout entier n trouver la nieme derivee de (x' + x + 1)ex 
(d'apres Trouche et al., 1998) 

1. Resolution avec DERIVE 

Recherche de pattern 

d ((x2 + x + 1)ex) =ex(x2 + 3x + 2) 
dx 

d 2 ((X2 ?X)+ )ex)e(x2 +5x+5) 

d 3 

d 3 ((x2+X+ 1)ex) =ex(x2 + 7x+ 10) 

Demonstration 

d 
((X2 +(2n+1)x +n2+1)ex) =ex(x2+ x(2n+3)+n2+2n+2) 

2. Un "second regard" 

"Nous cherchons les derivees du produit de deux fonctions u et v, avec 
u = ex et v = x2 + x + 1. Toute derivee de u est u, ia derivee premiere 
de v est 2x + 1, la derivee seconde est 2 et les autres derivees de v 
sont nulles. A partir de Ia, nous calculons les trois premieres derivees 
du produit uv. Pour generaliser, nous utilisons la formule de Leibnitz 
et trouvons pour tout n : (uv)(n) = uv + nuv' + n(n-1) uv" . Nous 
retrouvons ainsi l'expression de la nieme derivee de (x + x + 1)e. 

Figure 3. 

de la richesse potentielle des praxeologies nouvelles permises par les in- 
struments informatiques. Ensuite nous verrons les problemes que pose 
aux diff6rents niveaux de l'institution didactique la constitution de ces 
praxeologies. 

7.1. Une technique 'habituelle' pour elargir la signification de resultats 
obtenus par recherche de pattern 

Voici un premier exemple oiu une technique 'nouvelle' intervient sur un 
plan local et oiu une technique 'habituelle' s'impose pour donner un sens 
plus global aux resultats des eleves. Il est extrait d'une brochure Trouche 
et al. (1998) oju des eleves d'une classe de Terminale (derniere annee 
de l'enseignement secondaire francais) presentent leur travail de resolu- 
tion de probleme au cours de l'annee. Deux eleves exposent leur solu- 
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tion au probleme suivant: trouver la forme des derivees successives du 
produit d'un polynome de degre 2 par la fonction exponentielle. Cette 
tache s'insere bien dans une praxeologie qui conduirait a considerer la 
derivation comme une operation inteme dans l'ensemble des produits de 
la fonction exponentielle par les polynomes de degre donne. La technique 
avec un logiciel de calcul formel (Figure 3, premiere partie), consiste 'a 
operer plusieurs derivations et a reconnaitre des regularites ('pattern'), puis 
a conjecturer une forme generale. Le resultat peut aussi etre demontre 'a 
l'aide du calcul symbolique. Le probleme est ainsi resolu sans connais- 
sances sur la derivation d'un produit. 

Dans la brochure (Figure 3, seconde partie), les e1eves declarent que 
cette recherche les mene bien au resultat cherche, mais qu'elle les laisse 
insatisfaits. C'est pourquoi ils produisent une autre solution, n'utilisant 
pas le logiciel, basee sur les derivees successives de t'exponentielle et 
du polynOme et sur la formule de Leibnitz qui generalise la technique de 
derivation d'un produit de fonctions. Pourquoi ces eleves se posent-ils 'a 
nouveau un probleme qu'ils ont dej"a resolu ? Quel role font-ils jouer 'a 
leurs connaissances sur la derivation d'un produit ? La praxeologie locale 
dans laquelle s'inscrit la recherche de pattern ne met pas en rapport les 
objets du probleme avec des savoirs plus globaux. Ou, dit plus nadvement: 
la resolution avec le calcul symbolique 'n'explique pas' pourquoi la deriv- 
ation conserve 1'ensemble des produits de la fonction exponentielle par les 
polynomes de degre donne. Ainsi, revenir 'a une technique papier/crayon 
aide 'a inserer la question dans des rapports plus globaux aux objets de 
1' analyse. 

I1 existe d'autres exemples en analyse oiu une technique 'habituelle' 
elaboree au depart pour obtenir des resultats symboliques joue ensuite 
un rote organisateur dans des connaissances plus vastes. L'integration par 
parties est consideree par certains comme depassee 'a une epoque oiu les 
calculatrices donnent facilement les primitives utiles. Elle est cependant 
d'un grand secours quand il s'agit d'expliquer pourquoi le calcul sym- 
bolique trouve des primitives des fonctions x -- x> xex2 seulement pour 
n impair. Les techniques habituelles en analyse jouent ainsi un role qui 
depasse largement les manipulations calculatoires. 

7.2. Une technique nouvelle pour generaliser et systematiser 

Un second exemple va montrer que les diff6rentes techniques peuvent 
avoir des fonctions respectives diff6rentes. I1 s'agit d'un probleme d'opti- 
misation avec generalisation, experimente au cours de la recherche TI-92. 

Nous avons retenu une situation otu il s'agit d'optimiser les dimen- 
sions d'une cuve (Figure 4). L'6epaisseur et le volume interieur de la cuve 
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La cuve, un probleme d'optimisation avec generalisation 

Un macon doit realiser une cuve en beton parallelepipedique de base carree 
de 20cm d'epaisseur et pouvant contenir 4m3. On designe par x (en m) le 
cote du carre interieur et par h (en m) la hauteur interieure de la cuve. On 
veut determiner x et h pour que le volume de beton utilise soit minimal. 

1. Cas numerique: Exprimer le volume de beton en fonction de x seul. 
On notera V(x) ce volume. 

Etudier le sens de variation de la fonction V. V admet-elle un mini- 
mum-? Determiner alors les dimensions de la cuve pour lesquelles ce 
volume est minimal. 

2. Premiere generalisation: Reprendre le meme probleme avec une epais- 
seur de la cuve de e metres, le volume de la cuve etant toujours 
4m3. 

3. Seconde generalisation: Reprendre le meme probleme avec une epais- 
seur de la cuve de e metres, le volume de la cuve a realiser etant 

VO. 

Figure 4. 

sont d'abord des constantes numeriques puis, dans la generalisation, sont 
des constantes symboliques. Sur le plan des connaissances 'a developper 
chez les eleves, la generalisation conduit 'a une reflexion sur les resultats 
differente de celle du cas numerique. Par exemple, dans le cas numerique et 
dans la premiere generalisation, la dimension optimale est la meme cons- 
tante numerique (4 metres). Mais ce resultat a une signification diff6rente 
dans la generalisation, puisqu'elle montre que la dimension optimale ne 
depend pas de l'epaisseur de la cuve. 

Nous attendions aussi que les generalisations demandees dans ce pro- 
bleme aient un effet sur les techniques de resolution employees par les 
eleves. La technique usuelle pour les e1eves de recherche d'optimalite sur 
des fonctions numeriques fait interagir les registres graphiques, numeriques 
et symboliques. Les explorations graphiques et numeriques donnent du 
sens au probleme, guident dans 1'etude symbolique, mais pour beaucoup 
d'eleves, les statuts respectifs des registres vis 'a vis de la preuve ne sont 
pas clairs. Par exemple, certains eleves vont calculer les zeros de la derivee 
de facon symbolique, mais ils vont etudier le signe de cette derivee sur 
son graphe. La generalisation 'a une fonction dependant d'une constante 
symbolique introduit une rupture, puisque seule une technique d'etude 
entierement symbolique devient possible. Nous attendions de cette rup- 
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ture qu'elle contribue 'a donner 'a 1'etude symbolique une port;ee differente 
de celle des explorations graphiques et numeriques. En effet, dans les 
situations habituelles, les eleves effectuent souvent l'etude du signe de 
la derivee par factorisation seulement pour se conformer au contrat di- 
dactique, apres s'etre convaincu des variations par lecture graphique ou 
numerique. 

Nous attendions bien sufr de la TI-92 qu'elle aide 'a la devolution de 
cette generalisation car, a la main, les calculs avec constantes symboliques 
seraient trop laborieux pour les eleves. En effet, l'expression du volume 
de beton est e(x4+4ex3+4ex2?+4ox+4eVo) La TI-92 derive et factorise cette 

X2~~~~~ 
expression en 2e(x+2e)(x-(2VO) )(X2+(2VO)lx+(2VO)3) et ainsi les eleves peuvent x2 

reconnaitre que la derivee est du signe du facteur (x - (2Vo) 3k). 
Voici comment les eleves ont travaille sur ce probleme. Dans le cas 

numerique, ils ont rencontre les difficultes classiques a modeliser le volume 
de la cuve, puis employe des strategies diverses d'etude de la fonction, 
combinant de facon variee les explorations numerico-graphiques et l'6etude 
symbolique. Abordant la generalisation, les eleves n'ont pas eu de diffi- 
culte a e'tendre la modelisation. En revanche, ils ont ete deconcertes par 
l'impossibilite d'obtenir une representation graphique de la fonction. Le 
professeur a duf insister sur le fait qu'ils disposaient d'une methode avec la 
derivation. Mettre en ceuvre cette methode a ete pour les eleves une verit- 
able reconstruction: insecurises par l'impossibilite d'explorer graphique- 
ment les variations, ils se sont aides du calcul symbolique pour progresser 
dans les etapes de la methode. 

Dans l'exemple pr6cedent, la technique de calcul 'a la main' des derivees 
inscrivait une praxeologie locale dans le cadre plus global de la deriv- 
ation symbolique. Ainsi, certaines praxeologies liees 'a l'utilisation d'un 
logiciel pour la mise en evidence de regularites restent locales si une tech- 
nique habituelle ne vient pas aider 'a les inserer dans des rapports plus 
globaux. Dans le second exemple, l'utilisation de la technologie vient sys- 
tematiser et generaliser une technique symbolique d'etude des variations 
(l'etude du signe de la derivee par factorisation) dont les eleves n'avaient 
pas jusqu'alors reellement percu l'interet, faute d'une tache appropriee. 
Ainsi, des praxeologies basees sur des techniques 'habituelles' sont li- 
mitees par les objets que ces techniques peuvent manipuler. L'utilisation 
de la technologie permet d'amplifier et de systematiser ces techniques, 
donnant un sens plus general aux praxeologies. 
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7.3. Les praxeologies nouvelles: un probleme pour l'enseignant 

Dans cette integration de techniques nouvelles 'a l'activite et a la reflexion 
de l'6eleve, l'action de l'enseignant est bien suir essentielle. I1 va devoir faire 
discuter les eleves sur les diff6rentes facons de resoudre un probleme, en 
s'interessant non seulement aux aspects generaux, mais aussi a ceux qui 
sont directement lies a l'instrument, et en appuyant la reflexion theorique 
sur ces differents aspects (voir Lagrange (1999b) pour un exemple dans 
l'enseignement des debuts de l'analyse). En donnant une place a l'instru- 
ment dans la gestion quotidienne de la classe par l'enseignant, cette action 
participe du 'suivi individuel et collectif de la genese instrumentale' dont 
Trouche (2000) souligne la necessite dans sa conclusion. Elle ne va pas de 
soi pour l'enseignant, comme nous l'avons vu au paragraphe 3 a partir 
de l'etude sur l'utilisation de DERIVE dans l'enseignement secondaire 
francais. 

L'enseignant va aussi subir de plein fouet les bouleversements que l'ap- 
parition de techniques nouvelles peut produire dans ses strategies d'en- 
seignement. Une technique habituelle, meme bien ancree dans ses pratiques, 
ne va pas perdurer si les eleves disposent d'un instrument qui leur permet 
en un seul geste d'effectuer la meme tache. Elle devra se deplacer, comme 
nous I'avons vu pour la technique de derivation d'un produit, afin d'assurer 
d'autres fonctions. Si, dans un enseignement donne, une technique marque 
tres fortement la praxeologie sous-jacente, l'introduction de l'instrument 
va rendre obsolete la praxeologie toute entiere. 

Schneider (2000) donne un exemple frappant d'une situation de ce type. 
Dans un enseignement des fonctions logarithmiques, la resolution d'6equa- 
tions exponentielles de divers types etait la tache centrale, des techniques 
etaient progressivement construites pour cette resolution, et la definition 
et les proprietes des fonctions logarithmiques etaient abordees a partir de 
ces techniques. Les professeures qui assuraient cet enseignement se sont 
vite rendu compte que l'introduction d'une calculatrice a calcul formel 
resolvant en un seul geste toutes les equations rendait obsolete l'enseigne- 
ment tout entier. Schneider (ibid.) montre bien le travail qui a ete neces- 
saire a ces professeures pour reconstruire une praxeologie oiu les tech- 
niques graphiques, numeriques et symboliques permises par la calculatrice 
donnent une approche totalement differente des fonctions logarithmiques. 
Ce qui est frappant dans cet exemple, c'est 1'elaboration par les profes- 
seures de cette praxeologie, indubitablement un travail necessaire pour 
elles-memes avant d'etre un produit transmissible a leurs collegues sous 
forme d'un curriculum. En effet, davantage qu'une organisation des con- 
tenus mathematiques, une praxeologie est un ensemble de moyens dont 
dispose le professeur pour piloter l'activite des eleves et leur reflexion. 
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La creation d'une nouvelle praxeologie impose donc necessairement un 
travail par l'enseignant lui-meme qui ne peut se reduire 'a l'application 
passive d'un curriculum 'venu d'en haut'. 

8. CONCLUSION ET PERSPECTIVES 

Le point de depart de cet article est le contraste entre une realite ou l' inte- 
gration de la technologie a l'enseignement est difficile, suppose une atten- 
tion particuliere notamment aux rapports que les eleves construisent 'a leur 
instrument, et des discours qui mettent l'accent sur les conditions nouvelles 
d'experimentation et de developpement d'un enseignement 'directement 
conceptuel' que permettrait la technologie. L'article montre que, en ne 
faisant pas l'analyse des conditions dans lesquelles une veritable experi- 
mentation peut se developper, en opposant la 'comprehension' aux 'habi- 
letes manipulatoires', ces discours occultent une dimension essentielle de 
1'activite mathematique, celles des techniques. 

L'enseignement peut etre vu comme l'initiation des eleves a des praxeo- 
logies, associant de faqon coherente des taches, les techniques permet- 
tant de les accomplir et les theorisations qui permettent de comprendre 
et de maitriser les techniques. Ainsi, l'introduction d'un instrument tech- 
nologique, si elle tente de reduire la dimension technique de l'activite 
mathematique 'a un role accessoire, ne peut reellement contribuer 'a des ac- 
quisitions conceptuelles: les eleves vont rencontrer les pieges de la double 
ref6rence et de l'experimentation aveugle. En revanche, la prise en compte 
des techniques est, avec l'instrumentation, une des cles qui permettent de 
penser l'integration de la technologie dans l'enseignement. 

Les techniques 'nouvelles' sont marquees par l'immediatete des gestes 
et la production d'observables nombreux que permet la technologie. Dans 
les techniques 'habituelles' en revanche, les gestes papier/crayon sont la- 
borieux et doivent etre economises. L'interet de l'introduction d'un instru- 
ment peut etre vu dans l'delaboration par les eleves de techniques nouvelles 
s'integrant dans des praxeologies renouvelees. 

Dans l'article, nous avons rencontre des techniques tres variees: mise 
en relation de valeurs exactes et approchees permettant de relier des pheno- 
menes graphiques et symboliques, construction progressive de techniques 
d'obtention des derivees, manipulation d'expressions permettant de faire 
le lien entre des factorisations produites par DERIVE et les factorisations 
habituelles, mise en evidence et preuve de regularites dans la derivation, 
m'thode systematique d'etude de variations s'appliquant 'a des fonctions 
parametriques et donnant une signification plus generale 'a la recherche 
d'optimalite. 
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Les techniques habituelles ne disparaissent pas de 1'activite des eleves. 
La coordination de techniques habituelles et nouvelles permet d'inscrire 
les taches auxquelles elles repondent dans des praxeologies evoluant du 
local vers le general. N'etant plus destinees 'a etre rapidement 'routinisees', 
les techniques habituelles peuvent etre plus facilement un support pour 
une reflexion theorique sur les objets qu'elles manipulent. Cela cree des 
opportunites pour le developpement de praxeologies nouvelles. 

La prise en compte des techniques habituelles et nouvelles permet ainsi 
de bien mesurer l'interet de l'integration 'a 1'enseignement d'instruments 
technologiques. Elle montre aussi que cette integration ne va pas modi- 
fier miraculeusement les conditions d'apprentissage. Les techniques 'nou- 
velles' peuvent etre plus faciles et plus rapides a mettre en ceuvre que les 
techniques 'habituelles', mais leur elaboration et le travail de reflexion que 
suppose le passage aux theories n'en demandent pas moins aux eleves du 
temps et des efforts. Les difficultes rencontrees par l'enseignant lors de la 
creation et de la mise en place de praxeologies nouvelles ne doivent pas 
etre minimisees. 

I1 convient donc de voir la transposition didactique des 'mathematiques 
experimentales' davantage comme un probleme que comme une evidence. 
Les mathematiques experimentales repondent en effet aux besoins de math- 
ematiciens en donnees empiriques, besoins a priori etrangers aux preoccu- 
pations scolaires. Elle ont cependant pour consequence de banaliser des 
instruments informatiques qui vont ainsi necessairement s'introduire dans 
l'activite mathematique des eleves. L'usage de ces instruments ne saurait 
developper automatiquement chez les eleves une activite de meme nature 
que celle des mathematiciens et donc il s'agit pour l'enseignement de 
rechercher les conditions pour que leur introduction soit reellement pro- 
ductive. L'approche par les techniques, developpee dans cet article, est une 
faqon de rechercher ces conditions. Elle montre bien quel travail nouveau 
est demande 'a l'enseignant et 'a l'institution scolaire. 
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NOTES 

1. J'emploie 'geste' ('gesture', en anglais) au sens etymologique d'action finalisee. Les 
gestes dans un logiciel prennent le plus souvent la forme de l'emission d'une com- 
mande, alors que les gestes 'non technologiques' utilisent le papier et le crayon. Je 
m'interesse a la finalite dans laquelle le geste s'inscrit et a la reflexion qui le soutient, 
plus qu'a la commande ou 'a l'action papier/crayon. 

2. Pour une analyse plus complete de cette situation, voir Lagrange (2000), p. 37. 
3. "Dans les classes de lycee, l'emploi des calculatrices a pour objectif, non seulement 

d'effectuer des calculs, mais aussi (...) d'alimenter le travail de recherche (...)"Pro- 
gramme de Seconde. 

4. Le terme 'skill' se traduit en francais aussi bien par 'competence' que par 'habilete'. 
Employer 'habilete' precede d'un article indefini n'est pas tres courant en francais. 
C'est pourquoi 'a skill' est souvent traduit par 'une competence'. Il ne me semble 
cependant pas judicieux dans ce contexte de traduire 'skill' par 'competence', car 
une competence implique un certain degre de connaissance d'un domaine et donc ne 
s'oppose pas a une 'comprehension' de ce domaine. 

5. Les rapports a une notion d'analyse, 'enactive', 'manipulative' et 'formel' sont decrits 
par Tall (1996). Je ne traduis pas les deux premiers termes car ils n'ont pas de cor- 
respondants directs en francais. Le rapport 'enactive' aux phenomenes fonctionnels 
(dependance, limites...) ou diff6rentiels (accroissements, extremums...) se situe au 
niveau des connaissances quotidiennes ou construites anterieurement. Le rapport 'ma- 
nipulative' est celui que l'analyse du lyc6e cherche a mettre en place. Il met en jeu le 
fonctionnement des objets, alors que le rapport 'formel' que les eleves rencontreront 
vraiment en entrant a l'universite met l'accent sur leur definition et leur statut theorique. 

6. Chevallard (ibid.) distingue deux niveaux au dessus de celui des techniques, le niveau 
des 'technologies' et celui des theories qui sont 'les technologies des technologies'. 
Dans l'analyse de Chevallard, 'technologie' a le sens etymologique de discours sur 
les techniques, un sens bien sOr different de celui sous lequel j'emploie ce terme dans 
l'article. 

7. Voir aussi Gascon (1998, p. 23) 'Modelo del proceso de estudio de una obra matemat- 
ica'. 

8. Les techniques sont liees aux instruments utilises, ainsi l'on pourrait parler de 'tech- 
niques d'utilisation d'un logiciel' et de 'techniques papier/crayon'. Mais, plus que 
l'instrument lui-meme, ce qui marque une technique, c'est le caractere des gestes qui la 
composent et la reflexion qu'ils impliquent. C'est pourquoi je considere des techniques 
'nouvelles' marquees par l'imm6diatete des gestes et la reflexion sur des observables 
nombreux, et des techniques 'habituelles' ou les gestes sont laborieux et doivent etre 
'economises' dans la resolution. L'adjectif 'habituel' peut bien sur se comprendre 
comme 'relatif a l'habitus', c'est-'a-dire a la maniere d'etre d'un individu dans un 
environnement social donne. Les techniques papier/crayon font partie de l'habitus des 
personnes form6es aux mathematiques (mathematiciens, enseignants, parents. . .) alors 
que les techniques permises par l'informatique seront encore longtemps marginales 
dans cet habitus. 

9. Lagrange (1999a, p. 66) montre aussi quelles taches peuvent permettre a des eleves 
de developper des techniques de transformation d'expressions algebriques utilisant de 
facon reflechie les fonctionnalites algebriques d'une calculatrice a calcul formel ainsi 
que le r6le que peuvent jouer ces techniques dans la comprehension des rapports entre 
differentes formes d'une expression. 
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