Examen Selectivo de la Olimpiada Mexicana de
Matematicas en Tamaulipas

Soluciones

1. Como AB es didmetro ZAPB = 90°. Luego ZRPQ+/BQR = 90°+90° = 180°

y por lo tanto el cuadrilaitero PRQB es ciclico. Esto implica que ZRBQ =
ZRPQ. Ahora, ZRPQ = ZCPA por ser opuestos a un mismo vértice mientras
que LOCPA = ZCBA al ser inscritos en la circunferencia y abrir el mismo
arco. Pero el tridngulo AOC'B es rectangulo e iséceles pues ZCOB = 90° por
suposicion y OC' = OB por ser radios del circulo. Entonces, los angulos iguales
del triangulo isoceles deben medir 45° cada uno, en particular ZOBO = 45°.
Por lo tanto ZRBQ = 45°, pero entonces tenemos en el tridngulo ABQR
ZRBQ = 45°, ZRQB = 90° y el faltante debe ser ZBR() = 45°. Concluimos
que ABQR es isoceles, y por lo tanto BQ) = RQ).

. Primero, factoricemos en primos: 3% x 6° x 9¢ x 12¢ = 3% x (2 x 3)” x (3%)° x
(22 x 3)4 = 3% x 20 x 3b x 32¢ x 22 x 34 = 20+2d y Jatb+2etd Fntonces, para que
/32 x 6 x 9¢ x 129 sea entero se necesita que n sea divisor tanto de a+b+2c+d
como de b+ 2d. En particular, n debe ser menor que ambos. Ahora, observemos
que a+b+2c+d=(a+b+c+d)+c=30+c (pues los a,b,c,d deben ser
los nidmeros 3, 6, 9 y 12 en algin orden asi que su suma debe ser 30). Entonces
a + b+ 2c + d sélo puede valer 33, 36, 39 6 42. ;Y cuanto es lo mas que puede
valer b 4+ 2d? Claramente el valor maximo se alcanza tomando d = 12y b =9
lo cual nos da b+ 2d = 33. Entonces, n no puede valer més de 33 (ya que debe
valer menos que b + 2d) y si tomamos ¢ = 3 obtenemos a + b + 2c + d = 33
con lo cual n en efecto seria un divisor tanto de a + b+ 2¢ + d como de b+ 2d.
Por lo tanto, tomando a = 6,b = 9,¢c = 3,d = 12 y n = 33 obtenemos que
/3% x 6P x 9¢ x 124 es entero y éste es el maximo n que puede cumplirlo.

. Observemos cualquiera de las cuatro esquinas exteriores de la cuadricula. Si los
sentidos de las dos calles que forman esa esquina son tales que ambas “llegan”a
esa esquina entonces nuestra asiganiciéon no sera acetable pues no podriamos
ir de esa esquina a ningin otro punto. De la misma manera, si ambas calles



“salen”de la esquina nuestra asignacion tampoco sera aceptable pues serd im-
posible llegar a esa esquina. Por lo tanto, debe haber una calle que llega a la
esquina y una que sale de ella, pero como esto es valido para las cuatro es-
quinas externas lo que obtenemos es que, para que nuestro acomodo pueda ser
aceptable, debemos porder darle la vuelta a la ciudad pasando solamente por las
cuatro calles que la delimitan (ya sea en el sentido de las manecillas del reloj o en
contra). Notemos ahora que esta condicién es, de hecho, suficiente para garanti-
zar la aceptabilidad de la asignacion: si estamos en una esquina A en cualquier
lugar de la ciudad y queremos llegar a otra esquina B basta seguir cualquiera
de las calles que pasan por A hasta llegar a la orilla de la ciudad y movernos
hasta llegar al comienzo de una calle que nos lleve a B (que debe existir sin
importar como se haya hacho la asignacién y debemos poder llegar a ella pues
podemos darle toda la vuelta a la ciudad sobre la orilla). Entonces, para tener
una asignacién aceptable el alcalde sélo debe darle orientacion a la orilla de
manera que se pueda dar la vuelta a la ciudad sobre ésta y el resto de las calles
pueden tener cualquier orientacion. Entonces, el alcalde tiene 2 opciones para
la orilla (giro en el sentido de las manecillas del reloj o opuesto a), 2 opciones
para cada una de las otras m — 1 calles verticales y 2 opciones para cada una
de las otras n — 1 challes horizontales, es decir tiene 2 x 2m~1 x 2n—1 = 2m+n-1
opciones en total.



