SOLUCIONES

1.- ¿Cuántas formas hay para colocar los números del 0 al 6 en el siguiente panal, de tal forma que no haya 2 múltiplos de 3 en casillas que compartan un lado?
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Solución.


Tenemos 3 múltiplos de 3 entre los números 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6, entonces, estos tienen que ir en casillas que no compartan lado, es decir, irán en las casillas verdes o en las azules. Supongamos que van en  las verdes, las formas de acomodarlos son 3!, por principio multiplicativo. Ahora, necesitamos acomodar los otros 4 en las casillas restantes, para esto tenemos 4! posibilidades, pero esto solo si iniciamos acomodando en las verdes, si acomodamos en las azules tenemos las mismas posibilidades, por lo cual tenemos 2[image: image3.png]


3!4! posibilidades de acomodar los números como se nos pide.


Dificultad: Fácil.

2.- A Juan Séptimo le gusta mucho el número siete. Todos los domingos se junta con sus amigos y lleva dulces. Si el número de dulces que lleva es múltiplo de 7, reparte los dulces entre sus 6 amigos y él, quedándose con una parte. Si el número de dulces no es múltiplo de 7 y es par va a la tienda y compra 7 dulces y guarda todo para el próximo domingo. Por último, si el número no es múltiplo de 7 y es impar, compra 6 veces la cantidad de dulces que tiene mas otros 5, y los guarda. Si después de 2 domingos de reunirse con sus amigos, se da cuenta que tiene 41 dulces. ¿Cuántos tenía inicialmente?

Solución.


Sea x el número de dulces que tiene en este momento, en el caso que x no sea múltiplo de 7, las posibilidades es que terminando ese domingo tenga x + 7 dulces o 7x + 5, el primero si es impar y el segundo si es par, en el primer caso, el número obtenido después de ese domingo sería un par, por lo cual, si en este momento tiene 41 dulces no puede venir de comprar 7 dulces, entonces podría venir de de comprar 6 veces los dulces que tiene mas 5, en este caso, tendríamos que obtener x, pero no es posible, pues x = (41-5)/7, no es entero, por lo cual, la única posibilidad que queda es que venga de repartir dulces y quedarse con una parte, en este caso hasta después del primer domingo tenía x = 41[image: image5.png]


7=287.


Haciendo exactamente este mismo análisis tenemos que antes del primer domingo debería haber tenido 287[image: image7.png]


7=2009 dulces.

Observaciones.


Dificultad: Fácil


Es un ejercicio de paridad sencillo e incluso un principio de congruencia básico, quien ya sepa congruencia puede evitar una línea al escribir, tal vez algo que haga perder puntos sería quien desconcentrado, no interprete bien los problemas y las ecuaciones.

3.- Sea ABC un triángulo rectángulo con ángulo recto en A. La circunferencia con diámetro AB corta a BC en D. Sea O el punto medio de AB. La circunferencia que pasa por A, O y D corta a AC en P y corta nuevamente a BC en Q. Demuestra que PQOA es un rectángulo.
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Solución.

Tenemos la figura como se muestra. Sabemos de antemano que <PAO es de 90°, pues ABC es triángulo rectángulo.

Como AB es diámetro en la circunferencia circunscrita a ABD, entonces <ADB = 90°, y por lo tanto <QDA = 90°, pues es suplementario.

En la circunferencia circunscrita a PQOA, el ángulo QDA abre el arco APQ, el mismo que <QOA, de aquí que <QOA = <QDA = 90°.

De aquí concluímos que es PQOA es rectángulo, pues <APQ es el ángulo opuesto en el cuadrilátero cíclico PQOA y por lo tanto también es de 90°.

Observaciones.

Dificultad: Medio
Se aplican solo técnicas de geometría del círculo, siguiendo unos pocos ángulos, en caso de no conocer la definición de cuadrilátero cíclico también se puede resolver, solo con un paso más, pues al decir que <QOA = <QDA = 90°, se deduce que AQ es diámetro de esa circunferencia y entonces <APQ al abrir también el diámetro, mide 90°.

4.- ¿Cuántos números de 4 dígitos distintos abcd múltiplos de 36 y menores que 4000 hay tales que al dividirlos en dos números de 2 dígitos, ab y cd, son tales que el producto de ab por cd es múltiplo de 7?

Solución.


Como abcd es múltiplo de 36, debe ser múltiplo de 4 y de 9. Por el criterio de divisibilidad del 4 tenemos que entonces cd debe ser múltiplo de 4. Al saber que ab[image: image9.png]


cd es múltiplo de 7, y este es primo, entonces ab o cd debe ser múltiplo de 7.


Si suponemos que ab es múltiplo de 7, como el número debe ser menor que 4000, entonces tenemos que ab = {14, 21, 28, 35}. De aquí tenemos que ver con qué múltiplos de 4, cd, cumple que a+b+c+d es múltiplo de 9. Los números obtenidos son {1476, 2196, 3528, 3564}.


Ahora supongamos que cd es múltiplo de 7 y 4 a la vez, las posibilidades son {28, 56, 84}. Entonces buscamos ab tal que a+b+c+d es múltiplo de 9, los números resultantes son {1728, 3528, 3456, 1584}. Pero el 3528 está en ambos conjuntos encontrados. Por lo tanto hay 7 números que cumplen la condición.

Observaciones.


Dificultad: Media.


Es el clásico problema que se realiza una parte ‘a pie’ pero hay que eliminar muchos casos de una mejor forma. Es necesario tener presentes los criterios de divisibilidad y que si en una factorización tenemos un primo, uno de los factores debe contenerlo. 

5.- Sea ABCD un trapecio, con AB paralela a CD, que tiene una circunferencia circunscrita a él de centro O (los 4 lados del trapecio son tangentes a la circunferencia). Sean M, N, P, Q los puntos de tangencia de la circunferencia con los lados AB, BC, CD y DA respectivamente. Demuestra que AQ [image: image11.png]


QD = BN[image: image13.png]


NC.
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Solución.

Tracemos OM, OQ y OP, que son radios, digamos r, entonces, son perpendiculares a los lados en los puntos de tangencia, de esto mismo, como AB y DC son paralelos, que M, O y P son colineales.

Viendo el cuadrilátero QOPD, vemos que como <DQO = 90° = <OPD, entonces <QOP + <QDP = 180°, pues la suma de los ángulos internos de un cuadrilátero es 360°. Por lo tanto <QOM = <QDP por ser complementarios a <QOP.

Entonces, al trazar AO y DO, tenemos 4 triángulos semejantes AMO, AQO, OQD y OPD, para ver esto basta al argumento que al ser tangentes tenemos que AM = AQ y QD = DP, y entonces AO perpendicular a MQ y DO a QP. 

Usando la semejanza de AQO con OQD tenemos que AQ/QO = QO/QD, lo que implica que AQ[image: image15.png]


QD = r2.

Análogamente del otro lado de MP obtenemos que BN[image: image17.png]


NC = r2, obteniendo la igualdad pedida.

Observaciones.

Dificultad: Difícil

Los comentarios serán con respecto a esta solución. La dificultad radica principalmente en que la igualdad no se da precisamente de una forma directa, hay que pasar por el radio, y en principio, ver ese tipo de cosas no siempre es sencillo, las herramientas usadas, una vez mas son geometría del círculo, esta vez con respecto a las tangentes y un poco de semejanza.
6.- En una mesa redonda están sentados 2009 pitufos, cada uno con un número escrito en el gorro. Pitufo Matemático se dió cuenta que para cada par de pitufos sentados en lugares vecinos el número del gorro de uno de esos pitufos divide al número del gorro del otro. Demuestra que hay dos pitufos no vecinos con los que pasa lo mismo, es decir, el número del gorro de uno, divide al número del gorro del otro.

Solución.


Tratemos de forzar a que no se cumpla, es decir, que no haya otros 2 pitufos que no sean vecinos y que el número del sombrero de uno divida al número del otro. Hagamos un ejemplo con un número pequeño para mostrar la idea.

En esta mesa tenemos 5 pitufos, la flecha indica que el número del pitufo de un lado de la flecha divide al del otro, es decir, por ejemplo, el número del gorro 1 divide al número del gorro 2. Para que no se cumpla la condición no debe haber 2 flechas hacia la misma dirección consecutivas, entonces, si vemos la figura como un n-ágono, a cada uno de los lados debemos ponerle una dirección, para evitar lo que queremos, tendríamos que la dirección de las flechas debe ir alternada en los lados, un lado hacia la izquierda y el siguiente hacia la derecha. Como el número de lados del n-ágono es impar (2009) entonces esto no es posible y por lo tanto sí habrá 2 flechas hacia la misma dirección y por el hecho de que si a divide a b y b divide a c, entonces a divide a c tenemos aquí dos pitufos no vecinos que cumplen la condición.

Observaciones.


Dificultad: Difícil


Es de esos problemas ‘de idea’ hay que usar un poco de divisibilidad y paridad, el resto es la idea fuerte de cómo ver el problema.
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