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TEORÍA DE NÚMEROS

SOLUCIONES

1. La cantidad de días que pasan antes de que vuelvan a reunirse todos debe ser divisible por 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7. Si multiplicamos 4 x 3 x 5 x 7= 420 tenemos el mínimo común múltiplo de los números, así, el menor número de días en el que se reencontrarán es 420. 

2. Observemos que 5.625 = 5625/1000 = 45/ 8, que es una fracción simplificada y, por lo tanto, tenemos que multiplicar por 8 para poder obtener un entero que sea la suma de las calificaciones de los jueces. Por lo tanto el número mínimo de jueces es 8.

3. Como se quedó con 3 dulces, el número inicial de dulces termina en 3 o en 8, pero como es un múltiplo de 6, es par, por lo que termina en 8. La única posibilidad es 78. 

4. Observemos que 96 = 25 x 3. Entonces los únicos divisores de 96 que están entre 5 y 20 son 2 x 3 = 6, 22 x 3 = 12, 23 = 8 y 24 = 16. Por lo tanto sólo podemos hacer equipos de cuatro maneras diferentes. 

5. Dividir 1 entre 52000 es lo mismo que calcular (1/5)2000 = (0.2)2000. Al elevar 0.2 a alguna potencia, observemos el comportamiento de su última cifra: 

(0.2)1  = ...2 
(0.2)2  = ...4 
(0.2)3  = ...8 
(0.2)4  = ...6 
(0.2)5  = ...2
La secuencia se repite en lo sucesivo cada 4 números y, como 2000 es múltiplo de 4, es fácil observar que la última cifra no cero en la división será 6. 

6. 21 = 3x7, 35 = 5x7, entonces el número es: 1x3x5x7 = 105. Los divisores son productos de algunos de estos últimos.

7. Por ser el número múltiplo de 5, debe terminar en 0 ó 5, pero como no debe tener ceros, el número termina en 5. Ahora hay que buscar tres números cuya suma sea 4 (pues la suma de todas las cifras del número es 9); como ninguno debe ser cero la única posibilidad es que sean 1, 1, 2 y, como el número debe ser mayor que 1995, debe ser 2115. Por lo tanto su tercera cifra es 1.

8. Queremos que el número sea múltiplo de 6, por tanto debe serlo de 2 y de 3. Al pedir que la suma de sus cifras sea 21 el número ya será múltiplo de 3. El número deberá además ser par, así es que pensemos en las posibilidades para su última cifra. El número no puede terminar en 0 ni en 2 porque no tenemos posibilidades para las primeras dos cifras de forma que la suma alcance 21. Si la última cifra es 4, las dos primeras deben sumar 17, así es que deben ser 8 y 9, y hay dos combinaciones posibles: 984 y 894. Si la última cifra es 6, las primeras pueden ser 8 y 7, o bien 9 y 6, con los que se pueden formar cuatro números: 876, 786, 966 y 696. Si la última cifra es 8, las posibilidades para las primeras son 6 y 7, 5 y 8, o bien 4 y 9; y hay 6 números: 768, 678, 588, 858, 498, 948. En total hay 12 números. 

9. Si la fecha menor del cuadrado es x, la suma de todas las fechas del cuadrado es  x + x + 1 + x + 2 + x + 7 + x + 8 + x + 9 + x + 14 + x + 15 + x + 16 = 9x + 72 = 9x + 7(10) + 2. Necesitamos que 9x termine en 8, lo cual es posible si x termina en 2. Para que x sea múltiplo de 4 la única posibilidad es x = 12. Entonces, la fecha de la esquina inferior derecha es 28. 

10. Como a y b son enteros positivos y (a+b) (a-b) = 15, entonces (a+b) es un entero positivo, (a-b) también lo es, y (a+b) > (a-b). Hay dos posibilidades: (a-b) = 1 y (a+b) = 15 o (a+b) = 3 y (a-b) = 5. Si (a-b) = 1 y (a+b) = 15 tenemos que a = 8 y b = 7. Si (a-b) = 3 y (a+b) = 5 tenemos que a = 4 y b = 1. Entonces solamente hay 2 parejas de enteros positivos que cumplen la ecuación. 

11. Cada término de la sucesión después del primero (2, que es primo) es de la forma     n2-1 = (n+1) (n-1) con n entero positivo. La única manera de que un número de la sucesión sea primo es que n-1 = 1, lo que implica que n = 2. En este caso, n2-1 = 3, el segundo número de la sucesión. Por lo tanto el 2 y el 3 son los únicos primos que aparecen. 

12. Tenemos que 

415 = (22)15 = 230 
811 = (23)11 = 233  = 216 x 217 = 216 x 48 x 2
128 = (4x3)8 = (22 x 3)8 = 216 x 38 < 216 x 48 x 2
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326 = (25)6 = 230
El más grande es 811. 

13. Agrupemos todos los 2's y los 5's que podamos: 21998 x 52002 = (2 x 5)1998 x 54 = 625 x 101998. Es 625 seguido de 1998 ceros por lo tanto tiene 2001 cifras.

14. Del 1 al 100 hay 33 múltiplos de 3 y 10 números que terminan en 3; los números 3,      33, 63 y 93 están en ambas categorías, así que hay 33+10-4 = 39 números.

15. 1099-99  = 100 . . .000-99 = 99 . . . 901

                               99 veces           97 veces

entonces la suma es 9 x 97 +1 = 874.

16. El último dígito del resultado de aplicar la operación a un número, sólo depende del último dígito del número. Por lo tanto, podemos hacer las cuentas considerando únicamente la última cifra. Empezamos con 1, sigue el 8, luego el 29, nos quedamos sólo con el 9, sigue el 32, nos quedamos con el 2, luego el 11, es decir 1. A partir de aquí todo se repite ya que llegamos nuevamente a 1. Entonces, la sucesión de los últimos dígitos es:  1, 8, 9, 2, 1, 8, 9, 2, 1, 8, 9, 2, 1 . . . Al repetir la operación un número de veces que sea múltiplo  de cuatro (por ejemplo 1996) se obtiene el 1 como último dígito, entonces al repetirla 1999 veces se obtiene 2 como último dígito.

17. 
[image: image2.wmf]4
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es entero si y sólo si n+4 divide a 18, esto es si n+4 es igual a 1, 2, 3, 6, 9, 18. Entonces los valores de n son 2, 5 ó 14. 

18.  m – 2n= m – 2n + 2m – n – 3 =3 (m – n – 1). Por lo tanto es múltiplo de 3.

19. Recordemos primero que 1+2+3+ ...+n = 
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,  entonces, 

1+2+3+ ... +1011 = 
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el factor 511 es impar así como 1011+1, por lo tanto el factor 2 aparece 10 veces.

20.  a4-b4  = (a2-b2) (a2+b2) , entonces MCD = a2-b2 .

21. Notemos que para que el engrane de A regrese a su posición inicial, el número de dientes que giraron es múltiplo de 4, (para B y C son múltiplos de 6 y 8 respectivamente), el menor número con esta propiedad es el MCM de estos números, esto es 24, entonces el número de vueltas que deberá dar A es 24/4 = 6.

Esto también nos muestra que cada 24 dientes los registros aumentan en 6, 4 y 3, en total 13, repitiendo esto 153 veces, la suma total es 153 x 13 = 1989, y el registro de A marca 918.  Al girar 16 dientes más la suma total alcanza 1997 y el registro A llega a 922.

22. a2  = 10b2 + 2, entonces vemos que la parte derecha siempre termina en 2, ya que b2 nos indica el número de decenas. Pero si observamos los cuadrado perfectos :

12 = 1 , 22 = 4,  32 = 9 , 42 = 16, . . ., vemos que ninguno de ellos es par, por lo tanto no existe tal pareja de números.


23. Tenemos que: 1 000 000 000 = 109 = (2 x 5)9 = 29 x 59 = 512 x 1953125.

24. Si c|a y c|b, entonces a = m c y b = nc,  r = a –bq = mc – ncq = c (m-nq), entonces c|r.

25. Tenemos que:

      i.     Si n es par entonces n2 es par.

      Prueba: Si n es par, n = 2k  y n2 = 4k2  = 2(2k2); entonces, n2 es par.

      ii.    Si n2 es par entonces n es par.

Prueba por contradicción: 

Supongamos que n no es par, entonces es impar, entonces n = 2k+1, entonces 

n2  = (2k +1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k)+1 = 2s+1,

 por lo tanto n2 es impar. !!! Lo cual es una contradicción.

Entonces n es par.

26. n2-n = n(n-1) y vemos que es el producto de dos números consecutivos, por lo tanto uno de ellos es par y el producto es par.

27. Si k fuese par el problema estaría resuelto.

Demostremos que es par por contradicción. Supongamos que k es impar. k = 2s+1, entonces, 3k+1 = 3(2s+1)+1 = 6s+3+1 = 6s+4 = 2(3s+2) entonces 3k+1 no es primo. Lo cual es una contradicción. Entonces k es par.

Entonces k = 2r, por lo tanto 3k+1 = 3(2r)+1 = 6r+1, que es de la forma pedida.

28. Si n es impar, n = 2k+1, entonces

 n2-1 = (2k+1)2-1 = 4k2+4k+1-1 = 4(k2+k), pero k y k2 tienen la misma paridad entonces la suma es par, k+k2 = 2s, finalmente, n2-1 = 4(2s) = 8s, entonces 8 divide a n2-1.

29. Como 360 [image: image5.png]


0 (mod 24), entonces 360 +15[image: image6.png]


15 (mod 24), tenemos que 375 [image: image7.png]


15 (mod 24) el asiento 375 está en la fila 16 (sabemos que 360/24=15 y como 15<24, pues estará en la fila 16) y además será el asiento 15.

30.  Veamos como son las terminaciones de las potencias de 7.  70=1, 71=7, 72=49, 73=343, 74=2401, 75=16807, 76=117,649 ,77=823,543 78=5764801. De aquí podemos ver que cada cuatro veces se repiten las terminaciones . Además observamos que 7 elevado a una potencia que es múltiplo de 4 termina en 01.

	Últimos dos dígitos

de las potencias de 7
	Forma de

 las potencias
	Residuo que dejan al

 dividirse entre 4 las potencias

	01
	74k k=0,1,2,3...
	0

	07
	74k+1 k=0,1,2,3...
	1

	49
	74k+2 k=0,1,2,3...
	2

	43
	74k+3 k=0,1,2,3...
	3


Haciendo congruencias  con las potencias vemos que 1996 [image: image8.png]


0 (mod 4) ya que al dividirse entre 4 deja residuo 0. Sumando un entero a ambos lados de la congruencia se sigue cumpliendo esta, 1996+2 [image: image9.png]


2 (mod 4), por lo tanto vemos que 1998 [image: image10.png]


2 (mod 4). Entonces 71998  tiene 49 omo últimos dígitos.

31.  La sucesión de escalones que pisa la rana es 0, 5, 3, 8, 6, 11, 9, 14, 12 . . .

Los números son de dos formas; múltiplos de tres (el 1998 es múltiplo de 3) y múltiplos de 3 más 2. Esto nos indica que al dividir los números (de la sucesión de escalones que pisa la rana ) entre 3 dejan residuo 0 o 2. Entonces  de los números dados  como opción vemos que el único número que no da residuo 0 o 2 al ser dividido entre 3 es 1999.  Por lo tanto el escalón que no pisa la rana es el 1999.
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