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Concurso Estatal

Cd Victoria, UAMCEH-UAT, 26 de junio

(Cada problema vale 7  puntos. Usa tu mente, no calculadora, no celular. Tiempo: 4.5hrs.)

Nota: En todos los problemas, la respuesta debe ir justificada con  un argumento o prueba.

Problema 1(N):  El número de la suerte del delegado es de tres dígitos y tiene la propiedad de que al restarle 7 el resultado es divisible entre 7, al restarle 8 el resultado es divisible entre 8 y al restarle 9 el resultado es divisible entre 9. ¿Cuál es el  número de la suerte del delegado? 

Solución

El número de la suerte es múltiplo de 7.  (Demostración: sea n el número; entonces (n-7)/7=entero, por dato; pero (n-7)/7=n/7-1 y eso es entero; por tanto n/7 es entero.) De la misma manera, el número es múltiplo de 8 y de 9. Como esos tres números no tienen divisores en común, el número de la suerte debe ser un múltiplo de 504. Pero 504 es el único múltiplo de 504 de tres dígitos. Por tanto, la respuesta es 504.

Problema 2(A): Un equipo de pasteleros está compuesto por el viejo panadero y 9 estudiantes. Un cierto día el viejo panadero horneó 9 pasteles más que el promedio de todo el equipo (incluyéndolo a él). Si se sabe que ese día cada estudiante horneó 15 pasteles,  ¿cuántos pasteles fueron horneados por todo el equipo? 

Solución

El problema se deja modelar como x=[(9)15+x]/10+9, donde x es el número de pasteles que hizo el viejo. Quitando denominadores y despejando la x se obtiene x=25. La respuesta es entonces: todo el equipo de pasteleros hizo 135+25=160 pasteles ese día.

Problema 3(C): Demostrar que en veinte números naturales hay al menos dos cuya diferencia es un múltiplo de 19.

Solución

Las clases residuales del 19 son 0,1,2,...,18. O sea 19. A cada uno de los 20 números lo asignamos a su clase residual. Son 20 números y 19 clases. Por tanto hay dos números que dejan el mismo residuo, digamos r, al dividir entre 19. Digamos que son a=19q+r y b=19q'+r. Ahora los resto. ¿Qué queda? Un número múltiplo de 19. Como se quería.

Problema 4(G): Sea ABCD un trapecio con AB paralelo a CD y S la intersección de sus diagonales. Demostrar: a) Los triángulos ASD y BSC tienen la misma área. b) S es punto medio del segmento paralelo a las bases, que pasa por S y con extremos en los lados del trapecio.

Solución

[image: image1.png]



a) Como AB//CD, los triángulos ABC y ABD tienen la misma área (misma base y misma altura). Si a cada una de esas áreas le quitamos la misma área (ABS), la igualdad se mantiene. De aquí que las áreas de los triángulos BSC y ASD son iguales. Como se quería.

b)  Por lo demostrado en a) se tiene (llamemos h a la distancia entre EF y CD y H a la distancia entre EF y AB):

(ASD)=(BSC)

(ASE)+(ESD)=(BSF)+(FSC)

ES(h/2+H/2)=QS(h/2+H/2)

Cancelamos y el resultado se sigue.

Problema 5(N): El alumno menos aventajado del salón canceló el 6 en 16/64 y obtuvo 1/4 --la respuesta correcta. Encontrar todos los pares de números de dos cifras ab, bc tales que ab/bc=a/c --con a,b,c dígitos diferentes. (Es decir, todos los casos en que este alumno podría acertar con su método al simplificar quebrados de dos cifras.)

Solución

Mediante la representación decimal se debería tener c(10a+b)=a(10b+c). Es decir, 10ac+bc=10ab+ac. En otras palabras, (9a+b)c=10ab. Cribaremos por divisibilidad entre 5. De la ecuación (9a+b)c=10ab debería ser claro que tenemos dos casos: 5 divide a c o 5 divide a 9a+b.

Caso 1: 5 divide a c (es decir, c=5 dado que es dígito y no puede ser cero).

Se tiene entonces la ecuación 9a+b=2ab. 

a                         b

1         9+b=2b    9               19/95=1/5

2       18+b=4b    6                26/65=2/5

3       27+b=6b    no

4       36+b=8b    no

5       45+b=10b  5               caso trivial

6       54+b=12b  no

7       63+b=14b  no

8       72+b=16b no

9       81+b=18b  no

Caso 2: 5 divide a 9a+b

a              9a+b          b

1               9+b           1 o 6    b=1 es trivial; si b=6,15c=60; c=4, 16/64

2             18+b           2 o 7                          si b=7, 25c=140 No

3             27+b           3 o 8                           si b=8, 35c=240 No

4             36+b            4 o 9                         si b=9, 45c=360;  c=8, 49/98

5             45+b            0 o 5  b no puede ser cero y el 5 es trivial    No

6              54+b           1 o 6                          si b=1, 55c=60  No

7             63+b            2 o 7                           si b=2, 65c=140

8             72+b            3 o 8                           si b=3, 75c=240

9             81+b             4 o 9                          si b=4, 65c=360  No

En resumen se tienen 4 casos: 19/95=1/5, 26/65=2/5, 16/64=1/4, 49/98=1/2. Y esa es la respuesta. (Es decir, en esos cuatro casos, el alumno menos aventajado obtendría el resultado correcto con su método de cancelación.)

Problema 6(C): ¿Cuántas ordenaciones (permutaciones) de las letras A,B,C,D,E,F,G no contienen los subórdenes BGE ni EAF? Ejemplo: ABCDEFG no contiene ninguno, pero CBGEAFD tiene los dos.

Solución

El número total de permutaciones es 7! De éstas permutaciones hay algunas que contienen el patrón BGE o el EAF o ambos. Las que contienen el patrón BGE son 5! (pues equivale a tomarlo como una sola letra). El mismo número de permutaciones contienen el patrón EAF. Pero falta descontar el caso en que aparece el patrón BGEAF, el cual aparece en 3! de esas permutaciones.  La respuesta es entonces 7!-2(5)!+3!= 4806 (por el principio de inclusión-exclusión). 

Problema 7(A): Una cuadrilla de jardineros recortó el pasto de dos prados, uno de doble área que el otro. Durante media jornada  toda la cuadrilla trabajó en el prado grande; después de la comida, la mitad trabajó en el prado grande y la otra en el pequeño. Durante esa tarde, al terminar la jornada, los dos prados quedaron limpios, a excepción de una parte del prado pequeño. Al día siguiente, a un solo jardinero le llevó toda una jornada  terminar la parte faltante del prado pequeño. ¿De cuántos jardineros era la cuadrilla? (Suponer la jornada  de 8 horas y eficiencia constante e igual para todos los jardineros.)

Solución

Sean A y 2A las áreas de los prados, n el número de jardineros y E la eficiencia en media jornada de un jardinero, medida en fracciones de A. Entonces  (n+n/2)E=2A, pues todos en la mañana y la mitad en la tarde terminaron el prado grande. Es decir, 3nE=4A. Por otro lado,  la mitad en la tarde y uno todo el día siguiente terminaron el prado chico. De aquí que (n/2)E+2E=A. Es decir, 2A=(n+4)E. Resolviendo las dos ecuaciones se obtiene 3nE=2(n+4)E, o sea 3n=2n+8. Por tanto, la cuadrilla estaba compuesta por 8 jardineros.

Problema 8(G):  En un triángulo ABC, el ángulo A  mide el doble que el C. Se traza la mediana BD al lado CA (D es punto medio de CA). Si el ángulo DBC es igual al ángulo en A, calcular las medidas de los ángulos del triángulo ABC.

Solución

Según los datos, se tiene la siguiente figura.  
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El plan de demostración es el siguiente: vamos a trazar el círculo de diámetro AC con centro en el punto medio D, ello permitirá ver una línea media por D al triángulo ABC lo cual permitirá ubicar ciertos puntos medios de la configuración y desglosar los ángulos en sumas de x (esa línea media será la base de toda la demostración --la cual es realmente complicada: en palabras de Jesús, el problema es del nivel de entrenamientos de la preselección nacional).

Primero trazamos el círculo mencionado y prolongamos CB hasta cortar el círculo en E. Trazamos después la mediana ED a la hipotenusa AC del triángulo AEC rectángulo en E. Se forman los isósceles EDC y EDA con ángulos en la base EC de medida x y en la base EA de medida 90-x, respectivamente. (El isósceles EDA tiene ángulo en D de medida 2x, por ángulo central.) Finalmente trazamos la bisectriz del ángulo A del triángulo ABC, la cual corta en F al lado BC. La figura queda como la siguiente:
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Vamos a demostrar que el triángulo ABE es rectángulo isósceles, de hecho, la mitad de un cuadrado. Con ello se logrará la ecuación 3x=45 grados y x=15. Con esto se logrará demostrar que los ángulos son A= 30, B=135, C= 15.

Para ello primero hay que ver que la bisectriz del ángulo EDA es paralela a BC (alternos internos iguales con la diagonal BD). Focalicemos ahora el triángulo isósceles EDA con ángulos en la base AE de medida 90-x. Haciendo algunas cuentas se llega a ver que el ángulo ABE=3x. Y usando el hecho de que DG es paralela a EC por el punto medio D de AC, se puede concluir su intersección G con AB es punto medio de AB (viendo DG como línea media del triángulo ABC). 

Entonces EG es mediana la la hipotenusa AB del triángulo rectángulo ABE y forma los isósceles AEG y EBG. Y se puede ver que AEB es la mitad de un cuadrado. Se sigue que 3x=45, como se había dicho.

Los saluda

jmd

(PD: Visita matetam.com)

