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Resumen

Apuntes orientados al entrenamiento de adolescentes para concursos
de matemáticas.

1. Introducción

El propósito de estas notas es prepararte para la parte de justificación lógica
de tus respuestas en los concursos de olimpiada de matemáticas. Y también
para que aprendas a argumentar sobre la validez de tus conjeturas elaboradas
a partir de los datos en el enunciado de un problema.

Innecesario seŕıa insistir en que, para mejorar tu desempeño, no basta con
leerlas. Para mejorar tu desempeño en los concursos de matemáticas, es necesario
dedicar tiempo y esfuerzo cognitivo a la tarea de resolver los problemas de
olimpiada que te sean asignados por tu entrenador –y otros más que por tu
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cuenta consigas. (Leer estas notas es condición necesaria pero no suficiente para
mejorar tu desempeño.)

Si puedes resolver y/o entender la solución de la mayoŕıa de los problemas
en las listas de problemas que te sean asignadas, tu desempeño mejorará mucho.
La Olimpiada de Matemáticas es muy demandante en tiempo y esfuerzo. Los
entrenadores esperan de t́ı que tomes muy seriamente tu participación en ella.

Durante los entrenamientos se espera de t́ı que pienses matemáticamente y
hagas matemáticas. Por favor concéntrate y no interrumpas ni hagas perder el
tiempo a tus compañeros.

Estas notas están pensadas para prepararte para el concurso nacional de la
Olimpiada Mexicana de Matemáticas (OMM). Éste consiste en dos exámenes
(en dos d́ıas consecutivos) de 4 horas y media cada uno, y tres problemas por
examen. La solución de los problemas exigen demostración (una justificación
lógica tipo demostración),y son evaluadas en una escala de 1 a 7 puntos, sin
fracciones. Cada examen incluye un problema fácil, uno dif́ıcil y uno de dificultad
media.

El conocimiento de las técnicas y la lógica de la demostración puede hacer la
diferencia entre 3 y 7 puntos. Es por ello que la práctica de las demostraciones
es una obligación para todo aquel adolescente que desee un buen desempeño en
la Olimpiada de Matemáticas. Pero hay otras razones por las que el estudiante
de alto rendimiento debeŕıa estudiar y practicar las demostraciones.

Los concursos que exigen demostraciones son una forma más madura (en
el sentido matemático) que la de los problemas de libro de texto y de salón de
clase. Las demostraciones tienen la ventaja de pulir las habilidades de solución de
problemas del adolescente aficionado a las matemáticas. Pero además lo prepara
para el discurso matemático que encontrará en la universidad.

Por otro lado, cada teorema en los temas de la OMM (Álgebra, Combina-
toria, Geometŕıa y Números) puede verse –y aśı te recomendamos que lo veas–
como un problema de concurso. De aqúı que la demostración de teoremas forma
una parte esencial de todo entrenamiento en solución de problemas.

Finalmente, es urgente que te apropies del lenguaje de la lógica y de la
teoŕıa de conjuntos, pues ese lenguaje es el lenguaje de las matemáticas. Si te
apropias de ese lenguaje, si participas de ese lenguaje, la comunicación con otros
matemáticos y el entrenador (y con los libros y art́ıculos de problemas y temas
de olimpiada de matemáticas) podrá fluir de manera adecuada.

2. Demostraciones

El propósito principal de una demostración es convencer al lector de que estás
en lo correcto al afirmar algo. Tienes que suponer que tu lector (en particular,
el jurado) es tu antagonista, es decir:

1. encuentra todos los errores que cometes;

2. no hace suposiciones sobre ”lo que posiblemente quisiste decir”sino que se
atiene a lo que escribiste;

3. desea asignarte, legalmente, el menor puntaje posible.

A continuación enumeramos algunas caracteŕısticas de una demostración
(traducidas a reglas que debes seguir):
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1. elabora un bosquejo de tu demostración, para tener una gúıa de la orga-
nización de tu discurso de prueba;

2. si el problema te pide una respuesta, empieza estableciendo tu respuesta
o tesis y después procede a demostrarla;

3. si necesitas probar algo aparte de tu demostración principal, añade un
lema al inicio o al final de tu demostración;

4. explica cada conclusión a la que llegues a partir de lo que ya hayas dicho;

5. deja en claro cuál técnica especial estás usando (inducción, contradicción,
etc.), tanto al empezar a usarla como al terminar de usarla;

6. en el caso de inducción, asegúrate de establecer cuál es el caso base y cuál
es el paso inductivo, y aclara cuándo la inducción está terminada;

7. cuando cites un teorema llámalo por su nombre si tiene uno, de otra ma-
nera escribe lo que dice (sobre todo si es poco conocido);

8. es mejor ser conciso, pero sin dejar de ser claro, usa frases cortas;

9. haz tu mejor esfuerzo de explicación, pero evita la verbosidad innecesaria;

10. para el novicio nada es obvio, pero si puedes demostrarlo en un renglón
asume que es obvio para todos;

11. las soluciones de ´´talacha” o de fuerza bruta tienen menos chances de
lograr puntos que las que apelan a ideas, enfoques, soluciones parciales,
etc –aún aśı, el problema 1 casi siempre es soluble mediante fuerza bruta,
si no hay otra opción a la vista no dudes en atacarlo de esa manera;

12. las demostraciones deben contener afirmaciones (proposiciones), y éstas
pueden hacerse en lenguaje simbólico o en español –aprende a manejar los
dos lenguajes con claridad;

13. trata de acostumbrarte a usar la primera persona del plural (nosotros,
nuestra, etc.) –no es indispensable pero ayuda a que el lector te acompañe
en tu discurso;

14.

3. Técnicas Básicas

Las técnicas básicas de demostración, con las que tienes que familiarizarte
lo más rápido posible, son las siguientes:

1. Inducción: Se demuestra que la afirmación es cierta para un caso inicial o
caso base (usualmente n = 1), y después se demuestra que es verdad para
n = k + 1 (paso inductivo) suponiedo que es cierta para n = k (hipótesis
de inducción);

2. Contradicción: Se empieza suponiendo que la afirmación no es verdadera
y se procede a demostrar que esa hipótesis lleva a un absurdo, a una
cotradicción;
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3. Principio del Buen Orden (caso particular de la técnica de contradicción):
Se empieza suponiendo que la afirmación es falsa para el n mı́nimo del
conjunto y se procede a demostrar que también es falsa para n - 1.

3.1. Inducción

Consideremos la siguiente proposición para ilustrar la técnica:

1 + 2 + 3 + . . . + (n− 1) + n = n(n + 1)/2

En español: la suma de los primeros n naturales es n(n + 1)/2
Demostración: Para n = 1, la fórmula es obvia: 1 = 1(2)/2. Ahora suponga-

mos que la fórmula se cumple para n = k, es decir, que la suma de los primeros
k naturales es k(k +1)/2, y procedamos a demostrarla para n = k +1 –tenemos
que llegar a 1/2(k + 1)(k + 2):

1 + 2 + . . . + k + k + 1 = k(k + 1)/2 + k + 1 (Utilizando la hipótesis de
inducción.)

Por tanto, después de simplificar, se obtiene 1 + 2 + . . . + k + k + 1 =
1/2(k + 1)(k + 2) Como se queŕıa.

3.1.1. Ejercicio

1 + 4 + 9 + . . . + n2 = n(n + 1)(2n + 1)/6
Demostración:
Paso inicial: para n = 1 se tiene 1 = 1(2)3/6, y se ve que el resultado es

cierto.
Hipótesis de inducción: supongamos que la fórmula se cumple para n = k
Paso inductivo: bajo la hipótesis de inducción se tiene

1 + 4 + ... + k2 + (k + 1)2 = k(k + 1)(2k + 1)/6 + (k + 1)2

= 1/6[(k + 1)(2k2 + k + 6k + 6)] = 1/6(k + 1)(2k2 + 7k + 6)
El resto de la demostración, al lector.

3.2. Contradicción

El hombre es un b́ıpedo implume, dijo el filósofo griego. Como respuesta
Zenón le mostró un pollo desplumado: he aqúı un hombre

Las definiciones de objetos matemáticos tienen que afinarse en el debate,
para incluir lo que se quiere significar, y para excluir todo lo demás.

En el ejemplo, la exhibición del absurdo echa por tierra la definición: si fuese
correcta tendŕıamos este absurdo; por tanto la definición es insostenible (y se
procede a afinarla, a corregirla).

Ejercicio:
Afina la siguiente definición. Cuadrado=cuadrilátero de lados iguales.
En la demostración por reducción al absurdo se tiene que demostrar p → q.

Y se procede de la siguiente manera: si p → q no fuese cierto, entonces...
Pero veamos una instancia de uso de la demostración por contradicción. La

siguiente proposición es clásica:
Hay infinitamente muchos primos.
Demostración:
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Supongamos que la proposición es falsa y que los primos son n en número:
p1, p2, ...pn. Entonces el número p1p2p3...pn + 1 deja residuo 1 al dividirse entre
cualquier primo de entre esos n. (Y por lo tanto no es divisible entre ninguno
de ellos.) Es decir, hemos formado un primo adicional y hemos logrado una
contradicción. Con lo cual ya terminamos. (Pues no puede ser que el número de
primos sea finito dado que suponer eso nos conduce a un absurdo.)

Nota: Los dos principios de la lógica más fundamentales son:
–Tercero excluido: cualquier proposición es V o es F, y no hay una tercera

posibilidad.
–No contradicción: para cualquier proposición p, p y no p es imposible (no

puede suceder que se cumpla p y no se cumpla, al mismo tiempo).

3.2.1. Ejercicio 1

n, 2n− 1, 2n+1 no tienen divisor común (aparte del 1), es decir, son primos
relativos. (Sugerencia: utiliza el hecho de que si a es divisor común de b y c
entonces es divisor común de bx + cy).

3.2.2. Ejercicio 2

Ninguna sucesión aritmética contiene sólo cuadrados perfectos.

3.3. Principio del Buen Orden

El principio de buen orden de los números naturales N nos dice: todo sub-
conjunto no vaćıo de N contiene un primer elemento (un elemento mı́nimo).

Este principio se puede tomar como un axioma y es equivalente al principio
de inducción (suponiendo cualquiera de ellos se puede demostrar el otro). Sin
embargo, un argumento que exhibe su validez intuitiva es el siguiente: sea m
uno de los elementos del subconjunto (es no vaćıo ¿cierto?); ahora ya tenemos
un punto de referencia y con él un conjunto finito de naturales consistente en
los elementos del subconjunto que son menores que m; el primero de éstos es el
mı́nimo buscado.

Instancia de uso del principio de buen orden.
No hay ningún entero entre cero y uno.
Demostración:
Si hubiese enteros entre 0 y 1, podŕıamos tomar el menor de ellos (el primer

elemento en ese subconjunto de los números naturales), digamos s. Ahora, según
esa hipótesis, s < 1 y entonces s2 < s, y hemos encontrado un entero menor que
el mı́nimo. Esta contradicción demuestra que no es posible tener enteros entre
cero y 1.

Nota 2 (redundante): El principio del buen orden nos dice que cada conjunto
no vaćıo A de números naturales tiene un primer elemento. Es de hecho un axio-
ma y es bastante intuitivo, pero vea el lector el siguiente argumento semejante a
una demostración y juzgue qué tan convincente es: tomemos un a ∈ A y conside-
remos los naturales hasta a (1, 2, ..., a). Tachemos ahora todos los números que
no pertenecen a A; el primer elemento no tachado es el mı́nimo. (El argumento
de etiquetado es estándar en matemáticas discretas y tiene la ventaja de aportar
una ayuda ”visual.al razonamiento. De esta manera, el argumento anterior no
debe considerarse ocioso.)
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Otra instancia de uso
Para toda n natural, el producto n(n + 1)(n + 2) es divisible entre 6.
Demostración
Sea A(n)= n(n + 1)(n + 2). Si la proposición no fuese cierta, entonces habŕıa

algún n para el cual A(n) no es divisible entre 6. Dentro de todos los n que no
cumplen debe existir un mı́nimo, digamos k: la proposición es cierta para todos
los n menores que k pero A(k) ya no cumple.

Ahora bien, A(k)-A(k-1)= 3k(k-1). Pero entonces, A(k) es múltiplo de 6
(dado que 3k(k-1) lo es, aśı como A(k-1). Lo cual es contrario a la hipótesis
de que A(k) no es múltiplo de 6. Se logra una contradicción, y la negación de
la proposición no puede ser verdadera. Por tanto es verdadera la proposición
inicial.

4. Contraposición

Este método de demostración se parece, pero no es igual, al método de
reducción al absurdo. La demostración por contraposición o contrarrećıproca
procede de la siguiente manera:

En la proposición p → q se niega la tesis q (se supone falsa) y se llega a la
negación de la hipótesis p (se llega a que p es falsa).

Breviario cultural: la proposición p → q (denominada condicional o implica-
ción) tiene asociadas las siguientes proposiciones:

–negación: p y no q (se cumple p pero no aśı q)
–contrapuesta (o contrapositiva o conversa): si no q entonces no p (si q no

se cumpliera entonces tampoco se cumpliŕıa p)
–rećıproca: q–¿p –contraria (o inversa): si no p entonces no q
En la lógica clásica al método o forma de inferencia de la contraposición se

le llama modus tollens: se sabe p → q, y q, en consecuencia se concluye p.
Consideremos los matices de las siguientes afirmaciones en lenguaje natural:
–siempre.....p–¿q (siempre que p,q).....condicional
–a veces no (casi siempre que p,q) ... p y q (algunas veces p pero no q)

negación
–nunca.............. p–¿ q (siempre que p, q)
–a veces śı (casi nunca)...p y q (algunas veces p y también q)
Prueba básica de primalidad
Sea un entero a > 1.Si a es compuesto, entonces algún primo p <

√
a lo

divide.
Demostración
Sea a = bc, con a < b, a < c. Por el papel simétrico de b y c, podemos suponer

–sin pérdida de generalidad– que b ≤ c. Entonces b2 ≤ bc = a. De aqúı que el
divisor b de a es tal que b ≤ √

a. Aqúı tenemos dos casos: si b es primo, ya está;
de otra manera, algún primo p < b ≤ √

a, lo divide; y también ya está (por la
propiedad de transitividad de la relación de divisibilidad).

Ejercicio: enunciar la contrapuesta de ”Si a es compuesto, entonces algún
primo p ≤ √

a lo divide.”(se supone que a > 1 y a es entero.)
Solución: Sean P: .a es compuesto”, Q: .algún primo p ≤ √

a lo divide”La
contrapuesta (o contrarrećıproca) de P–¿Q es Q–¿ P. Entonces, en palabras, la
contrapuesta es: ”si ningún primo p ≤ √

a divide a a entonces a es primo.”(Este
teoremita se convierte en un método para probar si un número a es primo o es
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compuesto: 1)sacamos
√

a, 2)obtenemos todos los primos no mayores que
√

a,
3) si ninguno de ellos divide a a entonces a es primo.)

Instancia de uso
Sea a = 181, y como no sabemos la lista de primos nos queda la duda de si

es primo o es compuesto. Aplicamos el método:
√

181 < 15, los primos menores
que 15 son, 2, 3, 5, 7, 11, 13; ahora probamos divisibilidad de 181 entre ellos;
se descartan fácilmente 2, 3, 5, con el 7 hacemos la división mentalmente y
tampoco lo divide; el 11 también se descarta, al usar la regla; nos queda el 13,
que tampoco divide a 181. Por tanto concluimos que 181 es primo.

Ejercicio: Enlistar los primos menores que 100 que conozca y probar con el
método los dos siguientes que sean posibles primos (por ejemplo ¿es 97 primo?)

5. Metatécnicas

Hay técnicas generales en solución de problemas que pueden ser aplicadas
para diferentes propósitos. Enseguida se dan algunas ideas útiles para su utili-
zación:

Experimentar primero con casos muy básicos Muchos problemas de olim-
piada de matemáticas son casi triviales si se logra elaborar la conjetura
correcta. Un ejemplo famoso: si p y p2 + 2 son primos, entonces p3 + 2 es
primo. (Sugerencia: experimentar con los primeros primos, elaborar con
ello una conjetura y probarla.);

Demostrar primero el caso fácil

Probar un caso análogo Por ejemplo que dos cantidades tienen la misma
ecuación de recurrencia;

Pensar el problema como un acertijo ;

Experimentar con los casos extremos ; Con ello obtener información útil
para resolver el problema;

Usar todos los datos ;

Tratar de refutar la afirmación Ello ayuda a entender por qué es verdade-
ro;

Monitorea tu progreso Si estuvo demasiado fácil, verifica que todas tus cuen-
tas estén correctas;

Aprovecha la estructura Con métodos convencionales el problema parece
extremadamente dif́ıcil;

6. Inferencias a Partir de los Datos

El enunciado de un problema de concurso aporta las primeras pistas hacia
la solución. Debe verse como el rastro que nos llevará a la solución. Pero lo
que podamos ver en el enunciado depende también de nuestro conocimiento
anterior el cual hay que traer a presencia para combinarlo con la información
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que el enunciado aporta para convertirla en conocimiento. Veamos un ejemplo
de ese proceso de inferencia.

Problema: Encontrar todos los enteros no negativos m,n tales que

6m + 2n + 2

es un cuadrado perfecto.
Análisis:

1. Buscamos las pistas analizando el enunciado. Pero antes de poder hacer el
análisis, algo en el enunciado debe tener saliencia para nosotros. Por ejem-
plo, ´´cuadrado perfecto” es una frase que podemos traducir a śımbolos:

6m + 2n + 2 = k2

para algún k entero positivo;

2. Los números pares en el lado izquierdo, son importantes. ¿Por qué? Pues
porque de ah́ı podemos inferir (concluir) que el lado derecho es par. ¿Cier-
to?

3. Y entonces k2 es múltiplo de 4;

4. A menos que m o n sea alguno nulo, pero el otro positivo –en cuyo caso
se trataŕıa de un cuadrado impar;

5. Etcétera –lo importante es que ya estamos sobre una ruta hacia la solución.

Experimentación con casos extremos

1. Caso m = 0. Si m = 0, la expresión se convierte en

1 + 2n + 2 = 3 + 2n = k2

En este caso, si n = 1 no hay cuadrado (5); y si n ≥ 2, en el lado izquier-
do tenemos un entero de la forma 3 + 4y y tampoco puede ser cuadrado
perfecto (pues cualquier cuadrado perfecto deja residuo cero o uno al di-
vidirlo entre 4). Finalmente, sólo nos queda n = 0 para el cual śı tenemos
un cuadrado perfecto (4). Por tanto, la única solución para m = 0 es (0,0).

2. Caso n = 0. Si n = 0, la expresión queda

6m + 1 + 2 = 6m + 3 = k2

En este caso, se ve que el cuadrado debe ser múltiplo de 3 y, en conse-
cuencia, de 9 (a menos que m = 0, pero esa solución ya la tenemos). Y
se ve que la única solución para este caso (n = 0) es m = 1. (La razón es
que para m ≥ 2 el lado izquierdo queda de la forma 9y + 3 y no puede ser
múltiplo de 9.) Por tanto, la única solución para n = 0 es (1, 0).

3. Caso en que m,n son ambos positivos. En este caso

6m + 2n + 2 = k2
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Notemos primero que cuando m ≥ 2 el lado izquierdo está compuesto de
un múltiplo de 9 (y de 4, es decir, de 36) más la expresión 2n+2 que nunca
va a ser múltiplo de 9 y de 4 simultáneamente. En otras palabras, podemos
descartar todos los casos en que m es mayor que 1. (¿No es maravilloso?)

En consecuencia, el caso en que ambos exponentes son positivos se ha
reducido al caso en que m = 1. Y para este caso

6 + 2n + 2 = 2n + 8 = k2

Y esto ya es fácil de analizar. El cuadrado obvio es cuando n = 3 (16). Y
es el único, pues 2n +8 = 8[2(n−3)+1] = k2, y el término entre paréntesis
sólo es múltiplo de 2 cuando n = 3. Aśı que, para el caso en que m,n son
ambos positivos, la única solución es (1, 3).

En resumen, todas las soluciones son tres: (0, 0), (1, 0), (1, 3).
Problema: Sea f la sucesión de Fibonacci, definida por f0 = f1 = 1, fn+2 =

fn+1 + fn. Demostrar que (fn+1, fn) = 1, para toda n de los naturales.
Solución: Caso base: (f1, f0) = (1, 1) = 1. Hipótesis de inducción: supongamos
que (fn+1, fn) = 1. Entonces, por Bezout, existen enteros x, y tales que 1 =
fn+1x + fny = fn+1x + (fn+2 − fn+1)y (por la definición de la sucesión). Pero
entonces, reagrupando, 1 = fn+1(x − y) + fn+2y. De aqúı que, de nuevo por
Bezout, (fn+2, fn+1) = 1. Como se queŕıa.

Problema: Factorizar n4 − 20n2 + 4
Discusión:
Este problema es realmente dif́ıcil. Y esto en el sentido de que es muy dif́ıcil

que a uno se le ocurra la agrupación que lleva a la factorización. Tiene que ver
con la lógica porque ilustra las debilidades de la mente cuando se analiza un
problema.

Supongamos que buscamos diferencias de cuadrados. En ese caso, ya con
este plan, podemos poner la expresión en la forma

n4 − 4n2 + 4− 16n2 = (n2 − 2n)(n2 + 2n) + (2− 4n)(2 + 4n)

Pero hasta ah́ı llegamos, pues no es posible continuar factorizando. El punto
que deseo discutir es que tenemos ante nuestros ojos una expresión ya factoriza-
ble ¡pero no la vemos!. Y esto debido a nuestro plan inicial de buscar diferencias
de cuadrados. Pero si vemos la expresión desde otra perspectiva...

[n4 − 4n2 + 4]− 16n2 = (n2 − 2)2 − 16n2

Ahora tenemos una sola diferencia de cuadrados y ya estamos del otro lado.

7. Problemas

La parte más importante que el aprendiz debe focalizar en los problemas
y sobre todo cuando ve las soluciones es la manera o método de llegar a la
solución. Desde el punto de vista de aprendizaje, la respuesta o la solución
oficial tiene poco valor si se presenta como cáıda del cielo. (Esta advertencia es
válida también para los entrenadores.)

1. Hacer los ejercicios de las secciones previas.
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2. (Serie geométrica)

a + ar + ar2 + ... + arn = a[1− r(n + 1)]/(1− r)

3. (Suma de los primeros impares)

1 + 3 + 5 + ... + 2n− 1 = n2

4.
√

2 es irracional
5. C(n.k) = C(n− 1, k − 1) + C(n− 1, k)
6. Cualquier conjunto de n enteros tiene un subconjunto cuya suma es múlti-

plo de n.
7. Para cualquier n natural, los números 21n + 4 y 14n + 3 son primos

relativos.
8. a/(bc + 1) + b/(ca + 1) + c/(ab + 1)

leq2
(a, b, c reales en(0, 1])
Sugerencia: hacer la sustitución a = 1÷ (x+1), b = 1÷ (y +1)c = 1÷ (z +1)
9.Sea S un subconjunto de los números racionales tal que 1/2 ∈ S, y si x

está en S entonces 1/(1 + x) y x/(1 + x) están en S. Demostrar que S contiene
a todos los racionales en (0, 1).
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