Geometria

Angulos

Olimpiada de Matematicas en Tamaulipas

1. Introducciéon

Cuando dos lineas rectas se cortan forman cuatro angulos entre ellas:

Estos cuatro angulos tienen ademés la caracteristica de ser iguales por parejas:
£1 = L3y £2 = A4. Dichas parejas de angulos se suelen llamar “opuestos por un
vértice”. Ademas, observemos que si tomamos un angulo de cada pareja entre ambos
forman una linea recta, esto es, un angulo de 180°. Es decir, L1+ 42 = 180°, L2+ 43 =
180° etc.

2. Angulos entre paralelas

Dos lineas [; y Il son paralelas si por mucho que las extendamos estas nunca
se cortan. Denotaremos esta situacién mediante [i||l;. Ahora bien, si a dos lineas
paralelas las cortamos con una transversal obtenemos ocho dngulos:

Ya sabemos que, por angulos opuestos por un vértice, £1 = £3, £2 = L4, 45 = L7
y £6 = £8. Sin embargo, la caracteristica [;]|ls hace que ademés £1 = 43 = 45 =
LTy £2 = £4 = £6 = 4£8. Estas igualdades suelen ser llamadas “dngulos entre



paralelas”y son de gran utilidad ya que nos permiten “transportar”angulos en una
figura.

Ejemplo: En un paralelogramo ABCD, (un paralelogramo es un cuadrildtero

cuyos pares de lados opuestos son paralelos) se sabe que L ABC = 40° ;Cuénto vale
el angulo LCDA?

Nota para el entrenador: Es un buen momento para explicar la notacién
£ ABC asi como el hecho de que los vértices de un poligono se nombran en
el sentido de las manecillas del reloj.

Solucion: Extendamos algunas de las lineas del paralelogramo un poco para verlas
mejor y coloquemos un punto F en la extensién de AB:
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Usando angulos entre las paralelas AD y BC vemos que £ FAD = L ABC, asi que
£EAD también mide 40°. De la misma manera, utilizando ahora AB||DC obtenemos

AEAD = LADC'. Por lo tanto, LADC = 40°

También podemos ver, de la misma manera, que £ DAB = ABCD = 140°.
Ademas como podemos realizar el mismo proceso empezando con cualquier valor
del angulo L ABC lo que hemos demostrado es que en un paralelogramo los angulos
opuestos son iguales y los angulos adyacentes suman 180°.



Los angulos entre paralelas nos permiten también demostrar el siguiente hecho:
Teorema: Los angulos internos de un tridngulo suman 180°.

Demostracion: Consideremos un tridngulo ABC' cualquiera. Trazamos por el
vértice A una paralela al lado BC' y colocamos puntos D y E sobre dicha paralela:
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Luego, por angulos entre paralelas, { BAD = L{ABC'y LCAE = £LACB. Obser-
vemos que los tres angulos alrededor del vértice A conforman una linea recta, es decir
ABAD + £ BAC + LCAE = 180°, pero entonces, usando las igualdades anteriores,
nos queda L ABC + L BAC + L ACB = 180°.

Ejemplo: ;Cuanto suman los angulos de cualquier cuadrilatero?

Solucién: Si trazamos cualquiera de las diagonales del cuadrilatero, éste nos queda
dividido en dos tridngulos. Como la suma de los dangulos de cada triangulo es 180° y
entre los seis angulos de los triangulos se cubren los cuatro angulos del cuadrildtero
la suma de los angulos del cuadrildtero es 180° 4 180° = 360°.

El proceso anterior puede continuarse: ; Cuanto suman los angulos de un penta-
gono? Si elejimos cualquier vértice y trazamos las dos diagonales desde ese vértice el
pentagono nos queda dividido en tres triangulos, asi que la suma de los angulos del
pentagono es 3 x 180° = 540°. ;Y la suma de los dngulos de un n-dgono (poligono
de n lados)? Elijiendo cualquier vértice y trazando todas las diagonales desde alli el
n-agono nos queda dividido en n—2 triangulos, de manera que la suma de los angulos
del n-dgono es (n — 2) x 180°.

Ejemplo: ;Cudnto vale un dngulo de un dodecdgono regular (poligono de 12 lados
con todos sus lados y todos sus angulos iguales)?

Solucion: De acuerdo a la férmula anterior, la suma de los angulos de un do-
decagono regular es 10 x 180° = 1800°. Como todos los angulos son iguales, cualquiera

de ellos debe medir % = 150°



3. Problemas

Nota para el entrenador: en los problemas 1, 2, 3, 7, 8, 9 y 10 es posible
dibujar la figura a partir de la informacién dada en el texto. Si el tiempo
lo permite, es bueno dejar que los alumnos intenten hacer el dibujo por
su cuenta. Para evitar ambiguedades, hemos incluido la figura en cada
problema

1. Sea ABC' un triangulo iséceles con AB = BC'y £LABC = 50°. Una recta
paralela a AC corta a los lados AB y BC' en los puntos D y E respectivamente.
;,Cuanto vale el angulo L DFEC?

2. Sea ABC un triangulo tal que £ BAC = 80° y £ BCA = 35°. Sea P un punto
sobre el lado AC tal que BP = PC'. jCuanto mide el angulo K PBA?

3. Sea ABCD un trapecio con AB||CD y AB > CD. Sea E un punto en la
prolongacién de la diagonal AC' de manera que C' queda entre A y FE. Si
LABC =175°, ABCE =105° y LADC = 115°, jcuanto vale L DAC?
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. En la figura se muestra un cuadrado ABC'D y un triangulo equildtero AED
dentro del cuadrado. La diagonal AC' corta al lado E D en un punto P. ;Cuanto
vale el angulo EPC?
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. En la figura se muestran cuadrilateros ABC' Dy BCDFE cuyos lados AD y EB se
cortan en un punto P. Si LABE = 30°, L EBC' = £ BC'D = 80°, KCDA = 120°
y LBED = 40°. ;Cuanto valen los éngulos £ PAB y L PDE?




6. En la figura se muestra un paralelogramo ABC'D cortado por dos lineas para-
lelas en los puntos F, F,Gy H. Si { BEF = 50° y £ BCD = 120°, ;cuanto vale
£LAGH?

e A

7. Sea ABC DFE un pentagono regular. Exteriormente a él se construyen triangulos
equilateros AFB y BGC'. ;Cuanto vale el angulo L BFG?

8. Sea C' un circulo con centro O, sean D y A son puntos sobre el circulo, F es un
punto fuera del circulo y sobre la recta DO de manera que O queda entre D y
E. y sea B la interseccion de la recta AE con el circulo C. Si {BED = 20°, y
BE = AO, ;cuanto vale LAOD?

N




9. Sea ABC' un tridangulo tal que L ABC = 61°. Exteriormente al tridangulo ABC
se construye un paralelogramo BDEC con BD|EC. Sabemos que el angulo
L EBC vale el doble del angulo L EBD y el angulo £ BAC mide el doble del
angulo L EBC. ;Cuanto vale el angulo £ BEC?

i

10. Sea ABC' un tridangulo iséceles con AB = BC. Sea P un punto en el lado AB
tal que PB = PC = AC. ;Cuanto vale el dngulo L ABC?

L
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4. Soluciones

1. Como el triangulo es isoceles, sabemos que L BAC' = £BCA. Digamos que
ambos valen a. Como los dngulos del triangulo deben sumar 180°, obtenemos la
ecuacion 2« + 50° = 180° = 2a = 130° = a = 65°. Por lo tanto L BC'A = 65°.
Luego por angulos entre paralelas £ BED también vale 65°. Finalmente, como
los angulos L BED vy £ DFEC forman una linea recta debemos tener K BED +
ADEC =180° = A DFEC = 180° — 65° = L DFEC = 115°.

2. Primera forma: Como tenemos BP = PC' el triangulo BPC es isoceles, pero esto
quiere decir que £ PBC = £ PCB. Es decir, £ PBC = 35°. Ahora observemos

7



que la suma de angulos del triangulo ABC' es £ BAC' + A BCA + £{PBC +
£PBA = 180° y sustituyendo los valores que ya conocemos nos queda 80° +
35° 4+ 35° + L PBA = 180° y finalmente restamos para obtener: L PBA = 30°.

Segunda forma: Al igual que en la primera forma, obtenemos que £ PBC' = 35°.
Luego, nos fijamos en la suma de angulos del tridngulo BPC: LA PBC+ £ BCP+
£CPB = 180° y como ya sabemos dos de los tres angulos podemos determinar
que £CPB = 110°. Ahora, los angulos LCPB y £ APB forman una linea recta,
asi que deben sumar 180°, es decir, debemos tener £ APB = 70°. Finalemente,
notemos que en el tridngulo ABP ya sabemos dos de los tres angulos asi que
podemos determinar el tercero: £ PBA = 30°.

Nota para el entrenador: Después mostrar esta segunda forma de
terminar es conveniente introducir la nocién de angulo exterior y
recalcar el hecho de que el angulo exterior de un triangulo vale la
suma de los dos angulos internos opuestos

. Notemos que £ BC'E es un angulo exterior al triangulo ABC'. Por lo tanto,
debemos tener KCAB + {ABC = ABCE. Por lo tanto, LCAB = 105° —
75° = 30°. Luego, utilizando angulos entre las paralelas AB y DC', obtenemos
que LACD = LCAB = 30°. Finalmente, observemos que ya tenemos dos de
los tres angulos del tridngulo ADC', asi que podemos determinar el restante:
£DAC = 35°.

. En lugar de encontrar £ FPC determinaremos el valor de L APD pues estos
dos angulos son opuestos por un vértice y, por lo tanto, valen lo mismo. Ahora,
observemos que por ser un angulo interno de un triangulo equilatero, £ PDA =
60°. Por otro lado, vemos que como ABCD es un cuadrado sus cuatro lados
son iguales, en particular AD = DC', asi que el triangulo ADC' es iséceles y
LCAD = LACD. Ademas por ser ABC'D un cuadrado sus cuatro angulos son
rectos, en particular L ADC = 90°. Entonces en el triangulo AC'D debemos
tener: LCAD + LACD + 90° = 180° = 2 x LCAD = 90° = LCAD = 45°.
Observemos que con esto ya hemos determinado dos de los tres angulos del
triangulo APD y podemos obtener el restante: LAPD = 75° y como mide lo
mismo que £ EPC, concluimos que L EPC = 75°

. Primera forma: Observemos que tenemos tres de los cuatro dngulos del cuadri-
latero PBC'D. Por lo tanto podemos determinar el ultimo mediante: £ BPD =
360° — 80° — 80° — 120° = 80°. Luego, L BPD es un angulo externo al triangulo
APD asi que £PAB + LABP = {BPD = APAB = 80° — 30° = 50°. De
la misma manera, como BPD también es angulo exterior del tridngulo PED
obtenemos £ PED = 80° — 40° = 40°.



Segunda forma: Notemos que en el cuadrilatero ABC'D ya tenemos tres de los
cuatro dngulos (aunque uno esta partido en dos, pero esto no importa) asi que
podemos determinar directamente: £ PAB = 360°—30°—80°—80°—120° = 50°.
De la misma manera, como en el cuadrilatero BCDFE ya tenemos tres de los
cuatro angulos obtenemos: L PED = 360° — 80° — 80° — 120° — 40° = 40°

. Prolonguemos el lado AB hasta que corte a la paralela inferior en un pun-
to I. Usando angulos entre paralelas vemos que {AIG = £BEF = 50°.
Por otro lado, por ser adngulos opuestos de un paralelogramo tenemos que
£BAD = ABCD = 120°. Luego, por formar una linea recta tenemos que
LTAG + £BAG = 180° = LTAG = 180° — 120° = 60°. Finalmente, L AGH es
un angulo externo del tridngulo AIG y por lo tanto: LAGH = LAIG+AGAI =
50° + 60° = 110°.

. Por ser dngulo interno de un pentdgono, L ABC = @ = 108°. Luego, como

los angulos LABF, {FBG,{GBC y LABC" “dan la vuelta completa ”alrede-
dor del vértice B deben sumar 360° entre los cuatro. Pero ya hemos calculado
£ ABC mientras que LABF y £GBC son ambos 60° pues son angulos inter-
nos de triangulos equilateros. Por lo tanto podemos calcular £ F'BG mediante:
£LFBG = 360° — 108° — 60° — 60° = 132°. Por otro lado, como AFB y BGF
son equilateros tenemos que FB = AB y BG = BC y como ABCDE es re-
gular tenemos AB = BC'. Por lo tanto F'B = BG, asi que el triangulo BFG
es iséceles y L BFG = ABGF. De la misma manera que en problemas an-
teriores, al saber el valor de uno de los angulos de un triangulo isoceles ya

podemos determinar el valor de los otros dos, en particular del que nos interesa:
2x ABFG =180° — 132° = ABFG = 24°.

. Tracemos la linea OB. Sabemos que BFE mide lo mismo que AQO, pero tanto
AO como OB son radios de la circunferencia y por lo tanto deben medir lo
mismo. Luego, BE = OB asi que el triangulo OBFE es isoceles y por lo tanto
£BOFE = £BFEO = 20°. Ahora, el angulo £OBA es externo al triangulo OBFE
y por lo tanto L{OBA = ABOFE 4+ {BFEO = 20° 4+ 20° = 40°. Pero vemos
que OA = OB, es decir, el triangulo AOB es isoceles y como ya conocemos
uno de sus angulos podemos calcular los otros dos, en particular: L AOB =
180° — LOAB — £OBA = 180° — 40° — 40° = 100°. Finalmente, observemos
que los angulos LAOD, LAOB y £ BOE completan una linea recta, y por lo
tanto: LAOD = 180° — LAOB — £ BOFE = 180° — 100° — 20° = 60°.

. Llamémosle « al angulo que queremos determinar: { BEC' = «. Ahora, por
angulos entre las paralelas BD vy CE, {DBE = ABFEC, es decir A{DBE =
a. Utilizando las relaciones entre angulos dadas en el enunciado del problema



10.

vemos que £ FBC = 2a y £ BAC = 4a. Observemos que el angulo £ BC'A es
exterior al triangulo BC'E, asi que: { BCA = ACBE + A{BEC =2a+ «a = 3a.
Luego, en el tridngulo ABC' tenemos £ ABC + £BAC + {BCA = 180° =
61° 4+ 4a + 3a = 180° = Ta = 119° = a = 17°. Pero esto es justamente lo que
queriamos determinar: { BEC = 17°.

Llamémosle a al éngulo L BAC' y § al que queremos determinar £ ABC'. Como
ABC es iséceles tenemos que también £ BC'A = «a. Luego la suma de angulos
internos de ABC' nos dice que 2o+ 3 = 180°. Por otro lado, PB = PC implica
que el tridngulo C'PB es isoceles y por lo tanto £ PCB = A PBC' = . Observe-
mos que el angulo L APC' es externo al tridangulo CPB y por lo tanto L APC =
£LPCB+ APBC = 2f. Pero observemos que como también tenemos AC' = PC'
el tridngulo APC' es también isoceles y debemos tener L PAC = LAPC, o en
otras palabras, nos queda la igualdad 23 = «. Sustituyendo esta igualdad en la
primera ecuacién vemos que 2(20) + = 180° = 55 = 180° = 8 = 36°. Pero
esto es lo que queriamos determinar: £ ABC' = 36°.
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