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PARIDAD

SOLUCIONES

1. Escojamos a cualquier muchacho y a partir de él empecemos a recorrer todos los asientos hacia la derecha. Cada vez que después de un muchacho siga una muchacha se da regalo, cada vez que una muchacha va después de un muchacho también se da regalo. Además si después de un muchacho sigue un muchacho no se da regalo, y de manera similar para dos muchachas. Lo que estamos diciendo es que al pasar por los asientos avanzando a la derecha, hay un regalo por cada cambio muchacha/muchacho y muchacho/muchacha. Como comenzamos con muchacho y terminamos con muchacho (ya que la mesa es circular terminamos con el muchacho con que iniciamos) hubo un número par de cambios y por tanto un número par de regalos. 

Es interesante notar que la cantidad de muchachas y muchachos no importa, ya que siempre el número de cambios es par. Por ejemplo, el siguiente diagrama muestra la situación con 7 muchachos y 10 muchachas. 
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Otra forma de ver la solución es considerar "grupos" de muchachos que están juntos, y ver que por cada grupo de muchachos se dan dos regalos (uno en cada extremo). 

2. Por la forma en que responden, el lado izquierdo de un ecologistas hay un mentiroso y al lado derecho de un mentiroso hay un economista,  luego el número de ecologistas y el de mentirosos es el mismo, pero el número de mentirosos es par por haber tantos ecologistas mentirosos como políticos mentirosos.

3. Supongamos que 1 es rojo y que n es negro. Para n = 2 es claro el resultado; supongamos el resultado cierto para k < n. Sean a el menor entero coloreado de negro y b el mayor entero coloreado de rojo de entre {1, 2, ..., n}, así 1, 2, ..., a - 1 son rojos y b + 1, b + 2, ..., n son negros. Ahora fijémonos en el conjunto {a, a + 1, ...,b}, que inicia con a coloreado de negro y termina en b que es de color rojo, luego, por hipótesis de inducción el número de parejas consecutivas de diferente color en este conjunto es impar. Sumando los dos cambios de color que hay entre a - 1 y a y entre b y b + 1, el total también es impar.

Otra solución.

Supongamos que 1 es rojo y que n es negro. Sea r k =
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Entonces r k + r k + l es impar si k es de diferente color que k + 1 y es

par si son del mismo color.

Luego el número de parejas consecutivas de diferente colores:

(rl + r2) +(r3 + r4)+  ... + (rn-l + rn) 

Ahora agrupemos de la siguiente manera:

rl +( r2 + r3) + (r4+r5) +  ... + (rn-2 + rn-1)+ rn 

Las nuevas parejas dentro de los paréntesis son del mismo color, por lo que cada pareja aporta 0 ó 2 a la suma, entonces:

rl +( r2 + r3) + (r4+r5) +  ... + (rn-2 + rn-1)+ rn 
es impar, ya que r1 y rn son de distinto color.

4. No es posible. La suma de los números escritos al inicio es 1001*2003, un número impar y la operación que se sugiere quita en cada paso el doble de un número a la suma de los números que hay en el pizarrón. En efecto si un alumno escoge en algún paso los números a y b, con a < b, la suma S que él encuentra antes de quitarlos, se modifica al quitarlos en: S–a – b + (b – a) = S – 2a, luego el resultado será siempre impar.

5. Los 22 números enteros que dan un producto igual a 1 son 1 ó –1 y de –1 hay un número par. para que al sumar estos el resultado sea cero, debe haber once unos y once menos unos, lo cual es imposible.

6. No es posible. Cada vez que se aprieta un foco cambian de estado 4, 6 u 8 focos; esto es, siempre un número par de focos por lo que el número de focos encendidos siempre será par. Como tenemos 9 focos no es posible llegar a que todos queden encendidos.

7. No se puede llegar, el número de cuadros negros y blancos en una columna no cambia después de hacer una de las tiradas.

8. Un caballo al saltar en el tablero de ajedrez, pasa de una casilla de un color a otra de diferente color, así, si parte de una blanca en las tiradas impares estará en negro y el las pares en blanco, entonces si regresa a la casilla donde partió deberá hacer un número par de movimientos.

9. Para hacer el recorrido por todas las casillas necesita 63 saltos y en cada salto pasa de un cuadro de un color a otro cuadro de distinto color. Si se parte de un cuadro negro después de las 63 movidas llega a un cuadro blanco; como los cuadros iniciales y finales son ambos negros es imposible hacer el recorrido.

10. Si no hay monedas en la diagonal entonces las monedas se deben acomodar por parejas simétricas con respecto a la diagonal pero como hay 25 monedas, no puede hacerse un número exacto de parejas. Luego deberá haber al menos una en la diagonal. Las monedas que están en una diagonal son un número impar. Con el mismo argumento, aplicado a las monedas que hay en la diagonal, resulta que hay una de ellas que está en la otra diagonal.
11. Si el eje de simetría no pasa por ningún vértice, éstos se podrán agrupar en parejas de vértices simétricos, luego deberá haber un número par de vértices y éste no es el caso.

12. A los 27 cubitos los coloreamos de blanco y negro como "tablero de ajedrez", si el cubo central es blanco, habrá 13 cubitos blancos y 14 negros. La forma en que esta obligado el ratón a comer los cubitos hace que cada que se come uno de un color el siguiente que se come es de color diferente, si inicia comiendo un negro el último que come es un negro y entonces no es el del centro, si inicia comiendo un blanco sólo podrá comer 26 cubitos y entonces no terminará de comer todo el queso.
13. Observemos que 2001 es impar por tal motivo hay 1000 números pares y 1001 números impares. Para que la suma de dos números sea par debe suceder que salen 2 pares o 2 impares, esto es, Combinaciones de 1000 en 2 más Combinaciones de 1001 en 2 entonces  C1000,2 + C1001,2 = 1000000. Ahora para que la suma sea impar se debe tener un número par y otro impar, o sea hay 1000
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  1001= 1001000 parejas con suma impar. Por tanto es más probable que la suma sea impar.
14. Analicemos la situación: el jugador A empieza uniendo dos puntos cualquiera digamos P1y P2 a esto el jugador B puede tomar uno de los puntos anteriores y unirlo con otro P3, de esta forma el jugador A ganaría; pero como B no se va a dejar ganar fácilmente entonces une P3 con P4  y así seguirían sucesivamente, por ejemplo en un k-ésimo turno A une los puntos Pk-1 con Pk entonces B uniría los puntos Pk+1 con Pk+2. Si B juega con esta estrategia y no gana en las primeras mil jugadas llegamos a tener 2000 puntos unidos por parejas: P1P2, P3P4, ..., P1999P2000. Le toca a A y no puede evitar unir el último punto Q con alguno de los Pi. Entonces B forma un triángulo con Q, Pi y el compañero de Pi. P tiene estrategia ganadora.}

15. Numerando a los caballeros se tienen los números i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, a estos hagámosle corresponder a su dama respectiva de la siguiente forma: el caballero i tiene por pareja a la dama con posición ai. De este modo para que dos caballeros recorran la misma distancia se debe tener que: 
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. Suponiendo que esto no sucede,  los siete números que resultan de estas diferencias son distintos teniendo valores entre  0 y 6. Ahora observemos que 
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 y n siempre tiene la misma paridad (n son los números que resultan de las restas). Por lo tanto, 
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 = 0 + 1 + ... + 7 = 21 debe tener la misma paridad que (a1– 1)+ ... + (a7 – 7) = (a1 + ... + a7) – (1 + ... + 7) = 0. Esta contradicción muestra que siempre hay dos caballeros que caminan la misma distancia.

16. Suponiendo que si se puede trazar una recta por el centro de al menos un rectángulo, entonces, podemos dividir la cuadrícula en dos partes justo donde pasa esta recta. Así uno de los cuadritos del rectángulo dividido queda en una parte y el otro en la segunda parte. De este modo cada parte de la cuadrícula queda formada por algunos cuadritos de 2
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 1y un cuadrito, por lo que podemos decir que el área de esta parte es impar, sin embargo se sabe que un lado de las partes mide 6, por lo que se llega a una contradicción. Por lo tanto no es posible lo que se pide.

17. Como la cantidad de fichas totales es impar, entonces, las fichas con color rojo hacia arriba es distinto del número de fichas que muestran color negro (distintas en paridad). Supongamos que las fichas rojas son las impares, así el primer jugador tiene la oportunidad de quitar las fichas rojas necesarias para dejar un número par de fichas totales. De tal forma hay el mismo número de fichas rojas que negras. Así de lo que haga el segundo jugador, el primero lo repite pero con las fichas de distinto color para asegurar que siempre haya un número par de fichas y entonces tome la última.

18. Pongamos un polígono ortogonal cualquiera sobre una cuadrícula y pintemos ésta como tablero de ajedrez. Debemos probar que el polígono tiene al menos un lado par, para esto supondremos que es posible llenarlo con rectángulos de 2
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1. Si un polígono ortogonal de n lados, tiene todos sus lados impares entonces la cantidad de cuadros negros es distinto al número de cuadros blancos por lo que es imposible hacer lo que se pide. Además el número B de cuadros blancos y el número N de cuadros negros cumplen 
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. Para esto asignemos un 4 a cada cuadro negro y un –4 a cada cuadro blanco (Esto es, porque trataremos de formar con cada lado del polígono un cuadrado). Obviamente la suma de todos los valores de los cuadros es 4(N – B). Observemos que en cada lado a un cuadro negro le corresponde uno blanco. Entonces la suma de los valores asignados a todos los cuadros es igual a la suma de los valores asignados en cualquiera de los lados. Así si cada lado tiene una longitud par el resultado de  4(N – B) es cero, pero si todos los lados tienen longitud impar, la suma de los valores en cada lado será siempre de 1 o –1, por lo que podemos escribir que 4(N – B) = n o –n, es decir 
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19. Entre el 1 y el 1000000 supongamos que para cada número a que tiene todos su dígitos pares, entonces para obtener números con todos sus dígitos impares basta que a a le sumemos 1 o 11 o 111 o 1111 o 11111 o 111111, por lo que es claro ver que la suma de los números impares resulta ser la mayor.

20. Analicemos las siguientes operaciones: a) Si tomamos dos números y le sumamos 1 a cada uno ahora se tendrán dos números 2 y nueve números 1 por lo que la suma de estos es 13. b) Si tomamos dos números y le restamos 1 a cada uno ahora tendremos dos números 0 y nueve números 1, por lo que la suma es 9. c) En esta última operación al tomar dos números a uno le sumamos 1 y al otro le restamos 1 por lo que se tienen un número 2, un número 0 y nueve números 1 por lo que la suma de estos es 11. Como podemos ver para cualquiera de las operaciones que se hagan, siempre se obtendrán números impares en la suma y se quiere llegar a tener once números 10 lo que su suma daría 110 que es par. Por lo tanto no es posible hacer lo que se pide.  

21. Veamos que n debe ser par: si contamos las amistades, obtenemos 
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, puesto que cada quien tiene tres amigos, pero cada amistad se cuenta dos veces en 3n, (supongamos que A conoce a B, C, D, entonces para nuestra situación es lo mismo que A conozca a B que B conozca a A). Así para que ese número sea entero n debe ser un número par mayor de 2. Veamos que cualquier par mayor de dos es un posible valor de n: imaginemos a las personas paradas en los vértices de un n-ágono regular y cada quien tiene por amigos a las personas que están en los vértices adyacentes y al que está en el vértice diametralmente opuesto. Así cada quien tiene tres amigos. (Se usa que n es par al hablar del vértice diametralmente opuesto a uno.)

22. Observemos que es el número de signos menos que hay en cada  renglón o el número que hay en cada columna es lo que determina el signo del producto en cada uno de éstos. También se tiene que el resultado total se obtiene al multiplicar todos los signo menos de cada uno de los renglones y este es el mismo resultado que sí se multiplican todos los signos menos de las columnas, así si hay un número a de –1’s en los renglones y un número b de –1’s en las columnas, se debe cumplir que: (-1)a = (-1)b, para esto, a y b deben tener la misma parida. Por otro lado, la suma de los diez productos es: (25 – a)(1) + a(–1) + (25 – b) + b(–1) = 50 – 2(a + b). Si esto fuese cero, a + b  sería 25 lo cual es imposible porque tienen la misma paridad.  

PAGE  
v
Curso-taller básico                                                                                                                  
      


_1121092886.unknown

_1121093997.unknown

_1121151154.unknown

_1121151871.unknown

_1121157486.unknown

_1121151793.unknown

_1121096164.unknown

_1121093730.unknown

_1121093932.unknown

_1121092968.unknown

_1097387482.unknown

_1121089483.unknown

_1096970027.unknown

