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Problema N1. Encuentra todos los nimeros de tres digitos tal que la suma de los
factoriales de los tres digitos por los que estd formado el nimero, sea igual al nimero.

Solucién.(Por Jestis Anaya Ningin digito puede ser mayor o igual a 7, pues el lado
izquierdo serfa mayor a mil, del mismo modo si algin digito es 6 el lado izquierdo es mayor
a 720 lo que haria que el niimero de la derecha de la igualdad tenga algin digito 7,8 6 9 que
concluimos no podia suceder. Por tanto cada digito es a lo mas 5. De este modo el maximo
valor que puede tomar el lado de la izquierda es 3 x 5! = 360 es decir a = 1,2 6 3. Por
otro lado alguno digito debe ser 5, de otro modo el lado izquierdo su maximo valor seria
3 x 41 = 72 que es menor a 100 y no podria ser un nimero de 3 digitos. Hay tres casos:

= ¢ = 1. Tendriamos que a! + b! + ¢! > 1 + 5! = 121, pues alguno de b é ¢ es 5, el otro
digito puede tomar cualquier valor de 0 a 4, viendo cada uno sdlo con 4 da solucién
va que 1!+ 4! + 5! = 145.

= g =2. Asi al + bl + ¢! > 200 y sin pérdida de generalidad b = 5 entonces ¢! > 78 lo
que hace que ¢ > 5 y entonces ¢ = 5. Y no se daria la igualdad pues 2!+ 5! 4+ 5! es 242
y no 255.

= g =3.al+ bl +c!>300y sin pérdida de generalidad b = 5 entonces ¢! > 174 lo que
hace que ¢ > 6 pero ya habiamos visto que esto no es posible.

Problema N2. Sean a, b y c tres digitos distintos, con a # 0. Considera los ntimeros
de seis digitos N = abcabc y M = abccba.

a) Demuestra que N y M no pueden ser primos relativos.
b) Encuentra a, b y ¢ para que med(N, M) = 495.

Solucién. Para la parte a) notemos a +c+b—b—a—c =0y por el criterio de divi-
sibilidad del 11, entonces 11|N, de igual forma 11|M, por lo tanto med(N, M) > 11 y por
lo tanto no son primos relativos. Para la parte b), como 495 = 5-9 - 11, debemos hacer que
tanto N como M tengan estos factores comunes. Para el 5 necesitamos que a sea 5, pues no
puede ser 0 y por lo tanto ¢ = 0, ahora bien, para que 9 divida a los niimeros necesitamos
que la suma de sus digitos sea un miltiplo de nueve, es decir: 2(a + b+ ¢), para esto ¢ = 4.



Con esto aseguramos que mcd(N, M) > 495, pero notemos que & = 1092 y 4%/[5 = 1091,
como son numeros consecutivos, son primos relativos, lo que implica que no tienen maés

factores en comun. Por lo tanto med(N, M) = 495.

Problema N3. Determina todos los enteros a para los cuales a +1 y a® + 1 son ambos
potencias de dos.

Solucién. Supongamos que ambos son potencias de dos, entonces la més chica divide
a la més grande esto es: a + 1|a® + 1 pero a + 1|a? — 1 por se una diferencia de cuadrados,
por consiguiente a + 1|(a® + 1) — (a® — 1) = 2 esto hace que a + 1|2 implica que a = 0,1 y
como ambos dan potencias de dos sustituyéndolo, son solucién, a = 0 da las potencias 1 y
1, a = 1 da las potencias 2 y 2.

Problema N4. Encontrar todos los enteros n menores a 100 tales que n + 2, n + 4,
n+ 8 y n+ 16 sean ntimeros primos.

Solucién (por Juan Pizana). Primero que todo descartamos los nimeros que de nin-
guna manera nos pueden servir: Todos los niimeros que acaben en 2, 4, 6, 8 y 0, al ser
ntimeros pares, la suma con los ntimeros 2, 4, 8 y 16 dard un niimero par y eso ya lo con-
vierte en un numero divisible por 2. Tampoco podemos tomar ningin nimero terminado
enl, 3,7y 9yaquexd+2=25 z7+8 =25 294+ 16 = 25, donde x y z son digitos. Estos
numeros son divisibles por 5, por lo tanto no pueden ser primos (el 3 no se elimina, ya que
5 es primo por si mismo, lo checaremos aparte). Ahora, con todo el descarte nos quedan
estos nimeros por checar: 3, 5, 15, 25, 35, 45, 55, 65, 75, 85 y 95, ya siendo mucho menos
podemos hacer la comprobaciéon uno a uno. Después de eso vemos que los 1inicos nimeros
que funcionan son n =3 y n = 15.

Problema C1. Sea A un conjunto de nimeros naturales menores que 1000. Ninguno
de ellos es cuadrado perfecto, pero el producto de dos cualesquiera de los elementos de A
es un cuadrado perfecto. ;Cudl es el mayor niimero de elementos que puede tener A?

Solucién (por Julieta). Como cualesquiera que sean los niimeros, el producto de dos
de ellos debe ser un cuadrado, si en la factorizacién en primos de algtin elemento de A apa-
rece un primo a una potencia impar, ese nimero debe estar en la factorizaciéon de todos los
elementos de A con exponente impar. También si uno de los elementos contiene un primo a
potencia par, éste primo no puede estar a potencia impar en ningin elemento. Entonces, si
hay factores con exponente impar, deben estar en todos los elementos al menos a potencia
1. Una potencia impar mayor que 1 puede expresarse como el nimero base a una potencia
par multiplicado por el niimero base. Entonces sabemos que hay un ntimero producto de los
primos que aparezcan a potencia impar que estard como factor en todos los elementos de
Ay que al dividir cualquier elemento de A entre este niimero, el resultado serd un nimero
cuadrado. Entonces la cantidad méxima de elementos de A dependerd de la cantidad de



cuadrados menores que 1000 entre el niimero. Es claro que el niimero mencionado debe ser
el mas pequeiio posible. El primo méas pequeno es el 2, y hay 22 cuadrados menores a 1000.

Problema C2. ;De cuidntas maneras podemos tomar tres fichas de dominé de tal forma
que entre las tres aparezcan por lo menos cinco ntmeros distintos?.

Solucién (ideas por Yessica Ponce con otra técnica que conteo). Separaremos
en 3 casos: a) Todas las fichas distintas; b) Dos fichas con un nimero en comun y los demas
dinstintos entre si; ¢) Una mula y las otras con ntmeros distintos entre si.

Caso a) Todas las fichas sin ningiin nimero en comun: Para la primera ficha debemos
elegir 2 nimeros de los 7 posibles para determinar una de las fichas, es decir, ;de cudntas
formas podemos elegir 2 niimeros de 7, (;) = 21. Como ya elegimos 2 nimeros y la segunda
ficha debe tener ntimeros distintos, debemos elegir 2 de 5 posibles, es decir, para elegir
la segunda forma hay (g) = 10 formas. Analogamente para la tercera ficha hay (g) =3
posibilidades. Como no importa qué ficha tomo primero, debemos eliminar repeticiones
dividiendo por 3!, pues cada eleccién fue contada 6 veces. Para el caso a) tenemos 21'6& =
105.

Caso b) Dos fichas con un nimero en comun y los demds distintos entre si: Tomaremos
primero el niimero en comun, para eso tenemos 7 opciones. Para el otro niimero en la primera
de estas fichas tenemos 6 opciones, para la segunda de las fichas tenemos 5 opciones (pues
ya elegimos 2 nimeros), pero notemos que hay que dividir por 2 porque no importa cuél
elegimos primero (estarfamos contando doble casos como tomar (0,1),(0,2) o (0,2),(0,1).
Para la tercera ficha debemos elegir 2 de los 4 ntimeros restantes, (3) = 6, es decir, para
este caso tenemos 7 - 15 -6 = 630 casos.

Caso ¢) Una mula y las otras con nimeros distintos: Para el nimero de la mula tenemos
7 opciones. Para la primera de las otras fichas debemos elegir 2 de los 6 nimeros restan-
tes, (g) = 15, para la ultima ficha debemos elegir 2 de los 4 nimeros restantes, (3) = 6,
pero la eleccién de las ultimas dos fichas es indistinta, por lo que hay que dividir por 2,
asi que el total de posibilidades para este caso es @ = 315. El resultado entonces es
105 4 630 4 315 = 1050.

Problema C3. Dadas 9 personas, demuestre que existe un valor de n tal que con las
personas se puede formar n grupos de a 3, de modo que cada par de personas se encuentran
en exactamente uno de dichos grupos. Si el mismo nimero de grupos debe formarse, pero
de 6 personas cada uno y con la condicién de que cada par se encuentre en exactamente k
grupos, determine si existe un valor de k& que hace posible que el problema tenga solucién.

Solucién (por Luis Reyes). Cada grupo de 3 nos debe dar (g) = 3 parejas que
no deben estar en otros grupos de 3, y como en total hay (g) = 36 parejas, el total de
grupos viene dado por n = % = 12. Para demostrar su existencia damos el siguiente ejem-
plo: (1,2,3), (4,5,6), (7,8,9), (1,4,7), (1,5,8), (1,6,9), (2,4,8), (2,5,9), (2,6,7), (3,4,9),

(3,5,7), (3,6,8). Ahora, cada grupo de 6 hard (g) grupos de 2 y como son 12 grupos



entonces habra (g)(12) pares de personas y como en total hay (g) parejas diferentes, en-

512 . . .
tonces k = (z)é ) _ 5. Para demostrar la existencia veamos un ejemplo: (4,5,6,7,8,9),
2

(1,2,3,7,8,9), (1,2,3,4,5,6), (2,3,5,6,8,9), (2,3,4,6,7,9), (2,3,4,5,7,8), (1,3,5,6,7,9),
(1,3,4,6,7,8), (1,3,4,5,8,9), (1,2,5,6,7,8), (1,2,4,6,8,9), (1,2,4,5,7,9).

Problema C4. Un tridngulo equilatero de lado 3 se divide mediante lineas paralelas
a los lados en 9 triangulitos equilateros de lado 1. Dos triangulitos se dicen adyacentes si
tienen un lado comun. Escribe los ntimeros del 1 al 9, uno en cada triangulito, de manera
que cada nimero sea divisible entre el nimero de triangulitos adyacentes al que ocupa. ;De
cudntas maneras distintas se puede hacer esto?

Solucién.(Por Axel) A cada equilatero le asignamos A, B,C en caso de tener 1,2,3
adyacentes respectivamente. Como hay tres marcados con C' entonces cada uno debe tener
3,6 6 9 escrito en él. Estos se pueden permutar de 3! = 6 maneras. Ahora el 1 debe ir en
las esquinas ya que sélo es divisible por si mismo, el 5 y 7 también pues no hay equilateros
con 5 6 7 adyacentes. Entonces en las esquinas deben ir 1,5 y 7, estos también se pueden
permutar de 6 maneras. Finalmente deberiamos poder acomodar los niimeros 2,4 y 8 en los
equilateros marcados con B, lo cual si es posible pues estos niimeros son pares, también se
permutan de 6 maneras. En total hay 6 = 216 maneras.

Problema Al. Encuentra las soluciones enteras del siguiente sistema de ecuaciones:

T+Y+z=2
22—y -2 =2
-3y +2=0.

Solucién. De la tercera ecuacién despejamos x + z = 3y2, que al sustituirla en la pri-
mera obtenemos 3y% 4+ 3 — 2 = 0. Esta es una ecuacién de segundo grado, que podemos
resolver con la férmula general. Las soluciones son y = —1 o y = %, pero como solo nos
interesan las soluciones enteras, entonces y = —1. Sustituyendo el valor de y nos quedan las
siguientes ecuaciones x + z = 3 y 2 — 22 = 3. La segunda ecuacién la podemos ver como
(x+2z)(x—z) =3,y como z+ z = 3, entonces x — z = 1. Estas dos ecuaciones las podemos
ver como un sistema a resolver, de donde obtenemos que . =2y z = 1.

Problema A2. Dados dos triangulos isésceles de lados x, = , 3 y x, x, 4 que tienen la
misma area ;Cudl es el valor de z?

Solucién. Por la férmula de Herén, como las dreas de los tridngulos son iguales, tenemos
que:

20+ 3 (22 +3 2 /9243 20 +4 (220 +4 2 /o014
—x -3 = —z —4].
2 2 2 2 2 2




Elevando al cuadrado la expresion y simplificando:

) ()Y (2) (a- 2 = e r2@@@ -2
SHIVIOIGE)

Al multiplicar los términos tenemos que 9(4x? — 9) = 64(x? — 4). De aqui, al desarrollar:

3622 — 81 = 6422 — 256 y se despeja a 28z = 175, por lo tanto x = \/% = %

Problema A3. Sean x, y y z tres nimeros reales positivos diferentes entre si. Si

y Tty =

x—z z Y

jcuanto vale %?

Ny, y _ oz 2 _ 2 Yy _ zty
Solucién. De > = ; obtenemos que y* = x xz. De 2= = == obtenemos que
2 2

yz = (v —2)(x+y) = 22 — 22+ 2y — yz. Pero como y? = 22 — 2, podemos sustituirlo en la
ecuacién, que queda 2yz = y? + xy = y(y + ). Pasando yz a dividir obtenemos la ecuacién
2= %er, pero % = % Por lo tanto % =2.

Solucién Alternativa por Salvador. Usaremos la siguiente propiedad conocida: Si

tenemos a, b, ¢ y d nimeros reales tales que 7 = 7, entonces atc _ g

b+d — b
Una vez sabiendo esto lo podemos aplicar al problema:

Y 7x+y:>y+x+y72y+x7§

T—z z r—z+z x Y
y volviéndolo a aplicar:
2 2y + 2 2
ytr_z o 2yt 2Azty)
x Y Y rT+y r+y

Problema A4. Simplifica la expresion

1-1'+2-214+3-3'4+...4+99-99!.

Solucién. Veamos que (n+1)! = (n+1)n! = n-n!+n!, por lo tanto (n+1)!—n! = n-nl.
Asique 1-1! = 2!1—-1!1, 2-2! = 312!, 3-3! = 4!—3! y asi sucesivamente, hasta 98-98! = 99!—98!
7 99 - 99! = 100! — 99!. Sumando todos los términos de la izquierda tenemos la igualdad
a la suma de los términos de la derecha, que se van cancelando por parejas (cancelacién
telescopica), por lo tanto:

1-1'+2-214+3-3'4+...499-99! = 100! — 1.



Problema G1. Sea ABC un triangulo y D, E y F puntos sobre el lado BA tales que
CD es altura, CE es bisectriz de ZAC'D y C'F es bisectriz de ZDC B. Demuestra que si el
incentro de AABC' coincide con el circuncentro de AECF, entonces ZBCA = 90°

Solucién. Sea I el incentro del tridngulo ABC' (que a su vez es circuncentro del tridngulo
CEF), sean G y H los pies de las perpendiculares desde I a AC'y AB, respectivamente y
sea A = %ZBC’A. Como CT es la bisectriz del dngulo /BCA, ZICG = X. Ademéds CE y
CF son bisectrices de los angulos ZDCA y ZBC D, respectivamente, tenemos que:

LFCE = ZFCD + £ZDCE = %ABCD + %ADCA = %ABCA =\

Luego, como I es el circuncentro del triangulo CEF, ZFIE = 2/FCE = 2\ y como
los triangulos FIH y EIH son congruentes tenemos que /FIH = /ZHIE = ). Con-
sideremos los tridngulos rectangulos HIE y GIC. Tenemos que IC = IFE, por ser [ el
circuncentro del tridngulo CEF y GI = HI por ser I el incentro del tridngulo ABC'. Por
el teorema de Pitagoras tenemos que CG = EH y los tridngulos son congruentes, de donde
ZGIC = ZHIFE = \. Entonces el tridngulo GIC tiene dngulos A, A y 90° de donde A\ = 45°
y LBCA =90°.

Problema G2. En el rectangulo ABC'D sea P el punto medio de AB y sea () un punto
sobre el segmento PD tal que ZCQD = 90°. Demuestra que BC'(Q es un tridngulo isésceles.

Solucién. Extendemos DP hasta que corte a BC' en R. Como PB||DC y PB mide la
mitad de DC por teorema de linea media RB = BC, ahora ARQC es tridngulo rectangulo

con circuncentro sobre el punto medio de la hipotenusa es decir su circuncentro es B, por
tanto BQ = BC.

Problema G3. Considera la circunferencia circunscrita al tridngulo isésceles ABC' (con
AC = BC. En el arco BC', opuesto al punto A, se elige un punto D. Sea E un punto en
AD tal que CE y AD son perpendiculares. Demuestra que AE = BD + DFE.

Solucién (por Jests Anaya). Consideramos al punto K sobre AE tal que DE = EK.
Tenemos que C'E es altura de ACDK, pero también es mediatriz, por lo tanto ADCK es
isdsceles, es decir, CD = CK. Como ABC A es isésceles también tenemos que BC = AC.
Por el cuadrildtero ABDC' ciclico, tenemos que ZADC = ZABC, que es el dngulo re-
petido en ambos tridngulos isésceles, por lo tanto ZDCK = ZBCA, lo que implica que
/DCB = /KCA y por criterio LAL de congruencia de tridngulos, ACDB = ACK A. De
aqui que AF = AK + EK, pero AK = DB por la congruencia y EK = ED por construc-
cion, asi AE = DB + ED.

Problema G4. Sea F un punto sobre el lado AC' del tridngulo ABC'. Por el vértice B
tracemos una recta arbitraria £. Por E, se traza una recta paralela a BC' la cual corta a /
en el punto N. También por F, se traza una recta paralela a AB la cual corta £ en el punto



M. Demuestra que AN es paralelo a C'M.

Solucién (por Carlos Delgado). Sea G la interseccion de BC' 'y ME y H la in-
terseccién de BA con EN. Por las condiciones del problema tenemos que BHEG es un
paralelogramo y por lo tanto ZMGC = /BGE = /BHE = ZNHA = 3. Ademés, por
ser opuestos por el vértice y por paralelas /CGE = /MGB = /BHN = /EHA = «.
También por las paralelas tenemos que /BCA = /NFAy /CBM = /ENM. Notemos
que si demostramos que ACGM ~ ANHA, tendriamos que Z/GCM = ZHNA y como
BC||NE, entonces se tendria también que M C||AN. Busquemos demostrar esa semejanza.
Dichos tridngulos tienen un angulo S comun, asi que por criterio LAL de semejanza, debe-
mos buscar que los dngulos correspondientes sean proporcionales, es decir, %—Aj = gg, por
lo tanto hay que demostrar que GM-HN = GC-H A. Por los dngulos marcados tenemos que
ACGE ~ AEHA y AGBM ~ AHN B. De aqui obtenemos que ‘g—g = % y % = ﬁ—g,
lo que implica que AH-GC =GE-HE y GM-HN = BH - BG. Pero por el paralelogramo,
BG=HEy BH = GE, por lo tanto GM - HN = BH - BG=GE-HE = AH - GC, que

es justo lo que queriamos demostrar.




