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Escoge 5delos 7. Sin embargo, los dos ultimos son obligatorios para los
veteranos (con entrenamiento estatal 2007).

(Cada problema vale 7 puntos. Usa tu mente, no calculadora, no celular.Tiempo: 4hrs.)
2 .

1. Demostrar que, para todo entero n, n(n +2) es multiplo de 3.

Solucién (por induccion)

Sea f(n)=n(n"2+2)=n”"3+2n. Entonces, f(n+1)=(n+1)( n*2+2n+3).
Y f(n+1)- f(n)= 3n~2+3n+3. (Verifiquelo el lector como ejercicio
algebraico.) Pero entonces f(n+1)- f(n) es multiplo de 3. Ahora los
pasos del método de induccion: 1) f(1) = 1(1+2)=3; 2) suponemos
f(n) multiplo de 3; 3) y ahora usamos la diferencia f(n+1)- f(n)= 3m
para concluir que f(n+1) es multiplo de 3.

2. La suma ) [(k+1)*-k’] es telescdpica. Por lo tanto, es (n+1)°-1 --
k=1

después de cancelar los términos intermedios. Por otro lado
(k+1)>—k®> =2k +1, es una identidad evidente. Si en ésta sumamos el

lado izquierdo ya sabemos cuanto es, mientras que sumando el lado
derecho se obtiene 2S,+n, donde S, es la suma de los primeros n

naturales. Por tanto (n+1)*-1=2S,+n, y es facil obtener de aqui la
féormula para la suma de los primeros n naturales.

Utiliza la identidad (k +1)°—k®=3k*+3k +1 y el procedimiento anterior

para obtener la féormula de la suma de los primeros n cuadrados
perfectos.

Solucion

Al sumar en ambos lados de la ecuacion (k+1)°-k®=3k*+3k+1, desde 1
hasta n, se obtiene (n+1)°-1=3S,+3S,+n. Como ya sabemos cudnto
vale S, se despeja S, y se obtiene la formula S, =n(n+1)(2n+1)/6. (Se
deja al lector la tarea de despejar como ejercicio algebraico.)



3. Los numeros de Fibonacci se definen mediante la relacion de
recurrencia F=1,F =1,F,,=F, +F , para n=1, 2, 3,.. Demostrar que

1 n+2
F'+F +F +..+F’=FF

n' n+l

Solucion

Por definicion F?=1*=1.Y, por otro lado, FF,=1-1=1. Asi que el paso
de inicializacidon del método de induccién queda superado.

Ahora supongamos que F’+F+F+..+F’>=FF,, (hipotesis de
induccion -paso 2), y demostremos F’+F +F/+..+F*+F’, =F ,F ,
(paso inductivo).

Entonces, bajo la hipdtesis de induccién, FF  +F2, =F, , ). Pero,

por definicidon de la recurrencia de Fibonacci, F,, =F,, +F . Es decir,

n

(F,+F

n+1

F’+F +F/+..+F’+F’, =F, ,F ., como se queria.

n+l = ' n+l
4. Demostrar que 3*™° +2*** es divisible entre 7 para todo entero n >1.
Solucién

Sea f(n)=3""" +2*"', Entonces f(n+1)=3""*" +2*"** Ahora restamos, y des
pués de simplificar se obtiene: f(n+1)-f(n)=8-f(n)+7-2*"*. De aqui, los
pasos del método de induccién se aplican facilmente:

1) f(1)=3" +2° =81.27+32=2219, que es un multiplo de 7;

2) y si f(n)=3""* +2*"" =7m, entonces,

3) f(n+1)=3*""*" +2*"*! es multiplo de 7.

5. Demostrar que la suma de los cubos de tres enteros consecutivos es
siempre multiplo de 9.

Solucién (por induccion)

Sea f(n)= (n-1)° +n®+(n+1)>. Entonces, f(n+1)=n®+(n+1)>+(n+2)>. Restando
se obtienef(n+1)-f(n)=3(3n* +3n+3). Por tanto, si f(n) fuese multiplo de 9

(hipotesis de induccién) entonces f(n+1) también lo seria (el paso
inductivo se realiza observando la diferencia f(n+1)-f(n) ). Falta verificar

para n=1 (paso de inicializacion): f(1)=(1-1)°+1° + (1+1)° =0+1+8=09.
Como se cumple para n=1, entonces hemos terminado.



n

2
6. Demostrar por induccion que 2( = 6 (mod 10) para todo n = 2.

Solucion

Sea f(n)=2?". Entonces f(n+1)=2?" =2 =(2?')?. De aqui que
f(n+1)-f(n)=2% (2* 1) . Ahora induccién:

1) f(2)=2* =16. OK.

2) Supongamos que f(n)=2% termina en 6.

3) Entonces f(n+1)=(2?)? =[f(n)]* termina en 6, pues 6 por 6 es 36.
(Otra forma de verlo es de f(n+1)=f(n)+2> (2? —-1): f(n) termina en 6, y
2” —1 en 5, entonces 2% (2° —1) termina en 0; y 6 mas 0 es 6.)

7. Una sucesion de numeros enteros esta definida por u, =5, u, =12,
u,=5u, ,—6u _,. Demostrar que para n= 0, u, =2-3"+3.2"

Solucion

Paso de inicializacién: u, =5(12)-6(5)=30 y u, =2(9)+3(4)=30.
Hipdtesis de induccidn: se cumple u, =2-3"+3-2". (Nota: para n, pero
también para n-1, para n-2, etc.)

Paso inductivo: vamos a deducir u,,, =2-3""+3.2"" a partir de la
hipotesis de induccidn y la definicionu, =5u, , —6u, ,. (Notemos que la
definicion se cumple para toda n, no asi la formula, la cual se esta

suponiendo cierta sélo para valores menosres que n+1.)
u.,=5u —6u _, =52-3"+3-2"]1-6[2-3"" +3-2""]

Se deja al lector la labor algebraica de simplificar y llegar a

un+1 — 2 X 3n+l + 3 . 2n+l



